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CAPÍTULO 1 
1.4 Exercícios — pág 18 
(da 11) 


Observação para o leitor: os gráficos apresentados foram construídos em softwares livres. 
Em geral os de duas dimensões foram realizados com o Graph (http://www.padowan.dk) e 
os gráficos de três dimensões com o Winplot (http://math.exeter.edu/rparris). 

1. Encontrar uma função de várias variáveis que nos dê: 


a) O comprimento de uma escada apoiada como na figura 1.35. 


H’ +L =C 
C=VH’° +P 
C(H,L)=VJH° +L . 


b) O volume de água necessário para encher uma piscina redonda de x metros de raio e 
y metros de altura. 


V(x, y)=7zx°y. 


c) A quantidade de rodapé, em metros, necessária para se colocar numa sala retangular 
de largura a e comprimento b. 


fla,b)=2a+2b. 


d) A quantidade, em metros quadrados, de papel de parede necessária para revestir as 
paredes laterais de um quarto retangular de x metros de largura, y metros de 
comprimento, se a altura do quarto é z metros. 


f(x,y, z)=2yz +2xz. 
e) O volume de um paralelepípedo retângulo de dimensão x, y e z. 
V(x, y,z)=xyz. 


f) A distância entre dois pontos P(x, y,z) e Qlu,v,w). 


a((x, yo) u,vw)=(x-u) +y -v} +(z-w? . 
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g) A temperatura nos pontos de uma esfera se ela, em qualquer ponto, é 
numericamente igual à distância do ponto ao centro da esfera. 


Para uma esfera centrada em Em Yos 25) temos: 


T(x y,2)= lex) +0- 30) +20). 


2. Uma loja vende certo produto P de duas marcas distintas A e B. A demanda do 
produto com marca A depende do seu preço e do preço da marca competitiva B. A 
demanda do produto com marca A é 


D,= 1300 -50x + 20y unidades/mês 

e do produto com marca B é 

D, =1700+12x— 20y unidades/mês 

onde x é o preço do produto A e y é o preço do produto B. 


Escrever uma função que expresse a receita total mensal da loja, obtido com a venda 
do produto P. 


Receita = (número de unidades A por mês) x + (número de unidades B por mês) y 


R(x,y)=(1300- 50x + 20y)x+ (1700 +12x— 20y)y 
= 1300x — 50x” + 20xy +1700y +12xy — 20y?” 
= 1300x+1700y — 50x? — 20yº + 32x. 


3. Determinar o domínio e o conjunto imagem das seguintes funções: 


a) z=3-x—y 
D(z)=Rº 
Im(z)=R 


o) 2=9-(0º +y?) 


Temos que: 

9- (x? + »º)> 0 
x +y’ <9 
Assim, 
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e) flx yz) = yx? +y’ +z’ 


Temos que: 

x +y +z 20 

Assim, 

D(f)= (x,y) RI +y +z z0r 
Im(f)=[0,0)=%, 

f) f(x, y)= 2x+5y—4 


D(f)=R? 
Im(f)=R 


g) z=x +y -2 
D(z)= R? 
Im(z)= |- 2,+00) 


h) f(x,y)=2xº +5y 


i) w=4+x +y 
D(w)=R? 
Im(w) = [4,+00) 


D fæ y)=4-x - y? 
D(f)=R? 
Im(f)= (= 00,4] 


4. Determinar o domínio das seguintes funções e representar graficamente: 


a) z= xy 
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x 
d) z = —— 
) y?’ +l 


D(z)=\x,y)ER?/y?+1#0 


Como y? +1 é sempre #0, temos que: 
D(z)= R? 


x +y l 


D(z)= (x, y)e R? / xX +y -120 
=\(x,y)ER?/x +y 21 
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g) z=ln = 
x +y +x 


Diz)= (x,y eR/ x, y)#(x,0)com xeR 
ou 
R?- conjunto dos pontos do eixo dos x. 
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D(z)= (x y)EeR?/y +0 


OOCR GOR RIR VA OR GU GGGU, UR PRI 


D(y)=i(x.y)JeR/— >0 e 1+7x0 


1° caso: 1+x20 e 1+z>0 
2° caso: I+x<0 e l+z<0 


Logo: 1) xx2-—l1 e z>-—l1 ou 
2)x<-l e z<-l 
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-2 


-4 
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) w=—— 
-r ey -r 


D(w)= (x,y,2)eR/9-x? -y =z >0) 
=x ye Rx +y’ +z <9} 
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D z =/5-u? -v -w° 


D(z)= (u,v,w)E R?/5-u’ -v -w° >20 


= (u,v,w)E R? /u? +v? tw? <5 
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D(z)= (,y)eR/x+y-3>0 
= (x,y)Ee R° /x+y>3 


VX+ 


0) Zz=——— 
y= 


=| > 


D(z)= Íx, y)e R? /x+420 e y-1>0 
= (x, y)e R? /x> 4 e y>l 
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pD fly z)= A- + 1-9? 1-2 


D(f)= (x y,z)eR?/1-x? 20,1-y? >20 e 1-z? >20} 
er x1 +x)>0 , (1-y1+y)20 e (1-2/1+2)>0) 
er /(x-1{x+1)<0 , (y-1Xy+1)<0 e (2-1Xz+1)<0) 
„yz)eR?’/-1<x<1,-1<y<1le-1<z<1} 


q) z =In(5x-2y+4) 


D(z)= (x, y)eR |5x-2y+4>0} 
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D(z)= (x, y)e R° |bl+|y-1>0 


5. A partir da equação dada, definir 2 funções de duas variáveis, determinando seu 
domínio. 
Obs.: podemos obter outras respostas 
a) y? =x(9-x']+z 


y= x (9-7 


y=Vx49-xº)+z 
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D(z)=Rº 
D(y)= (xz) eM |z> Lhe — 9)! 


b) x? +(y-3)/ +z? =9 


TEE 
Z% = J9 x (y 3) 


D(z)= D(z,)= (x, y)eR|9-xº-(y-3)>0) 
=x,» eR | +(y-3/<9) 


x+y 
2x+y 


6. Dada a função f (x, y) = 
a) Dar o domínio: 

D(z)= (x,y) |2x+y 0) ; 
b) Calcular f(x+Ax, y) 


x+Ax+y x+Ax+y 
Ax,y)= = 
I ») 2(x+Ax)+y 2x+2Ax+ y 


c) Calcular f(-1,0) 


—1+0 -1 1 


Lino 272º 


d) Fazer um esboço gráfico do domínio: 
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7. Desenhar as curvas de nível C, para os valores de k dados. 


a) z=x ey : k=0,1,2,3 


b) z=y =x : k=0,1,2,3 


-2 
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N 


-4 -2 


N 
a 


-4 


c) z=2-(x? +y?) ; k=-3,-2,-1,0,1,2 


Observamos que para k=2, temos uma curva degenerada (x=y=0). 


d) 1=5 vm tn? ; k =0,1,2,3,4,5 
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Observamos que para k=0 temos uma curva de nível degenerada (m=n=0). 


e) f(x, y)=2x? +47? ; k=2,3,4,8 


f) flw, y)=Jx+) ; k=5,4,3,2 
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20' 


Nos exercícios 8 a 10, o conjunto S representa uma chapa plana, e T(x, y), a temperatura 
nos pontos da chapa. Determinar as isotermas, representando-as geometricamente 


8- S= {fx y)| x+y? <16}; Tio y)= 2 +y? 


Resposta: circunferências concêntricas x? + y? =k com O<k<16 


Ma 
É 


9-S=((x,7)/0<x<4,0<y<8); T(x,y)=4-x 


Resposta: segmentos de retas verticais x=V4-k , -12<k<4 
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: PORI E k 
Resposta: circunferências concêntricas x +y =4- i —42<k<8; para k=8, temos 


uma curva de nível degenerada (x=y=0). 


11. Desenhar algumas curvas de nível e esboçar o gráfico dos seguintes parabolóides. 


a) 2z=2xº +2yº 
Gráfico da função e das curvas de níveis. 


f 


Lez, 
Na 


== ad 
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NN 
N 
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Exemplos de curvas de níveis 


2=2x +2y? dades 
e 1 
xXŻ+y =l tyas 


b) z= -2x =2yº 
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Gráfico da função e das curvas de níveis. 
4 


Exemplos de curvas de níveis 


ipa 2... 2 
ee a a) 
e 1 
Cel x +y = 
2 
c) z=x7 +y +1 
Gráfico da função e das curvas de níveis. 
PA y 


x y 


Exemplos de curvas de níveis 


x ey +1=2 


x+y =l 2 2 
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d) z=x° +y? -1 
Gráfico da função e das curvas de níveis. 


Exemplos de curvas de níveis 
x+y —-l1=2 x +y —l=1 x +y -1=0 


xX sw =3 are) py E 


e) z=1-xº —yº 
Gráfico da função e das curvas de níveis. 


4 A 


Exemplos de curvas de níveis 
l=-x)-y/=0 1-x’ -y =-1 1-x° -y =-2 
e 


x+y =l , q") xX +y =3 
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) z=-1f + -27 


Gráfico da função e das curvas de níveis. 


Exemplos de curvas de níveis 


(x-1f +(y-2f =2 
-2V =] 


(&œ-1} +(x -2) 


zmt- == 
Gráfico da função e das curvas de nível. 
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Exemplos de curvas de níveis 


-2 =1-(x-1ř -(y-2ř 
eebo s 


h) z=x°+2y? 
Gráfico da função e das curvas de níveis. 
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CAPÍTULO 1 
1.4 Exercícios — pág. 18 — Continuação 
(de 13 até 17- final) 


12. Escrever a função que representa o parabolóide circular das figuras 1.36, 1.37 e 
1.38. 


Para a figura 1.36 temos um parabolóide com concavidade para cima e vértice na 


4 
origem. Como z(0,3)=4, usando a equação z = cl? + y?), obtemos c = E Logo, 


z -$fe +39). 


4 
Para a figura 1.37 temos z=4-— n + y). pois o vértice do parabolóide está no ponto 
(0,0,4) e o mesmo tem a concavidade para baixo. Usando a equação z =4 -ch? + y?), 


obtemos c = 1 : 
9 


Para a figura 1.38 temos z = ` + ae + y?), pois o parabolóide tem o vértice no ponto 


(0,0,3/ 2); está virado para cima e tem curva de nível para z =4 igual a x + y’ =9, 


Usando as equações z = ` + ch? + y?) e z(0,3)=4, obtém-se c = > : 


13. Desenhar algumas curvas de nível e esboçar o gráfico: 


a) z=3-2x-3y 
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o) z=y*,-4<x<4,0<y<2 
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m) z=3,0<x<2 e 0<y<4 


n) z=4x +y 
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q) z=3y° -2x° 
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14. Encontrar a curva de intersecção do gráfico da função dada com os planos dados, 
representando graficamente: 


a) z=x"+yº com os planos z=]; x=1;y=1. 


As intersecções são dadas por: 
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verde e amarela. 


2 


Segue o gráfico com as curvas assinaladas em cores azul 


0;y=x. 


= x= 


com os planos z 


E 


=X 


b) z 


As intersecções são dadas por: 


Segue o gráfico com as curvas assinaladas em cores azul, verde e amarela. 
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c) z= J- =y com os planos z=1; y=0;y=x. 


As intersecções são dadas por: 


W+y=3 |z=V4-x |z=v44-2x 


Z=1 y=0 y=x 


Segue o gráfico com as curvas assinaladas em cores azul, verde e amarela. 


Z 


SESAN 
ESSR 


15. Esboçar o gráfico das superfícies de nível Sx correspondentes aos valores de k 
dados: 


a) w=x°+y° +z’; k=0,1,4,9. 


Para k=0, temos x’ + y? +z’ =0, que é uma superfície degenerada, pois temos apenas o 
ponto (0,0,0). 


Para k=1,4,9 temos esferas centradas na origem de raio 1, 2 e 3 respectivamente. 
Na figura que segue mostramos a esfera de raio 2. 
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ER 
LAST A Sea 
ETS 
AENT eanan 
NNS S an, 
AES 
NSEEESHESEES 
SS os a q q 


b) w=x° +yº;k=4,16,25. 
Neste caso vamos ter cilindros verticais infinitos de raio 2, 4,e 5 
(x? +y? =4;xX +y =16; x +y =25). 
Na figura que segue, mostramos o cilindro de raio 4, delimitado inferiormente e 


superiormente. 


c) w=x+2y+3z;k=1,2,3. 


Neste caso, vamos ter planos x+2y+3z=1; x+2y+3z=2; x+2y+3z=3 
A figura mostra a parte do plano x+ 2y + 3z = 1 do primeiro octante. 
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2 2 
16. Sabendo que a função T(x, y, z) =30-| x° + T + > representa a temperatura nos 


2 2 
pontos da região do espaço delimitada pelo elipsóide x” + A + A =], pergunta-se: 


a) Em que ponto a temperatura é a mais alta possível? 
2: 2 
. . Z 
Temos a maior temperatura na origem (0,0,0)quando x + i o = (0. Nesse caso, a 


temperatura mais alta possível assume o valor 30 unidades de temperatura. 


b) Se uma partícula se afasta da origem, deslocando-se sobre o eixo positivo dos x, 
sofrerá aumento ou diminuição de temperatura? 
Diminuição. 


c) Em que pontos a temperatura é a mais baixa possível? 
2 2 


Na casca da superfície do elipsóide x” + T = =1. 


17. Fazer um esboço de algumas superfícies de nível da função w= x +y’ +z”. O 
que ocorre com os valores da função ao longo de semi-retas que partem da origem? 


As superfícies de nível são esferas centradas na origem. Os valores da função crescem à 
medida que nos afastamos da origem. 
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CAPÍTULO 2 
2.8 - Exercícios 
pág. 45 - 47 


1. A posição de uma partícula no plano xy no tempo t é dada por x(t)= e”, y(t)=te' 


a) Escrever a função vetorial F(t) que descreve o movimento desta partícula. 


b) Onde se encontrará a partícula em t=0 eem t=2? 


a) f(t)= e'i+te'j 


b) f(O)=ei+0e"j=i e f(2)=ei+2ej. 


2. O movimento de um besouro que desliza sobre a superfície de uma lagoa pode ser 


expresso pela função vetorial. 


> l—cos t> t- sent ir ã ; 
r(t) = ———i +| 2t +———— |j, onde m é a massa do besouro. Determinar a 
m m 


posição do besouro no instante t=0 e t=7. 


Temos: 
H0)- 1— cos Pis (2.0+ = 
m m 
=0i+0j=0. 


3. Esboçar a trajetória de uma articula P, sabendo que seu movimento é descrito por: 
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ou 


e 
3 3 3 3x 
t)=—— ou = = = ,x>0 
x) t+1 773 2+x 2+x 

= 
X X 
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(0,1,0) 


d) M)=Inti+gj+k,t>0 
Temos: 

x(t)=Int 

do)=" 

z(t)=1 


Assim, x=lny, z=1 
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e) ult) = 3costi+3 sentj+(9-3 sen t)k ; telo, 27] 


Temos: 
x(t)=3 cost 
y(t)=3 sent 


a(t)=9-3 sent 
ou seja 
x +y =9 
z=9-y 
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Temos: 
x(t)= 
Yt)=9-+ 


at)=+ 


Assim, y=9-x, z=x° 
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g) I(t)=ti+sen tj+2k 


y(lt)=sent 
z(t) =2 
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h) r(t)=(8-4sent)i+2cost j+ 4 sent k 


x()=8-4 sen t 


y(t) = 2cos t 
z(t) =4 sent 
ou 
2 2 
E p= 
4 16 
x=8-z 


> =ë 


4. Sejam f (t)=at+bt e glt)=ti+sentj+costk,com a=i+ j eb=2i-j; 
0O<t<27. 


Calcular: 
a) fe )+ g(t) 
H0=li+5b+bi-5p 


=ti+tj+2i-t j 
(eso ketr N. 
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Ho)+e()=(1+20")i+(t-")j+ti+ sent j+cost k 


2º +2t)i+ (t-t + sent) j+cos tk 
=2(1 +t)i+(t-1 + sent) jcostk 


com )O<t<27. 


b) 


F(e)-g(t)=| (+2 )i+ (r-t) +0k | ti+sent j+cos k | 


=(t+2t°).t+(t-t°).sent+0.cost 
=" +20 +(t-t°)sent 


com 0<t<27. 


c) Fo) glt)=Flt)x glt)= hze lex [i+ sent j+cos t |= 


t sent cost 


=i (tcos t-t? cost)+ j(-t cost -2r cost)+k (t sent +2? sent= +) 
=t cos t (1—t)i—t cost (1+2) j+ -r +2 sent+t sentk 


com 0<t<27. 


— 


d) a. flt)+b.glt)= 


45). kezeg +e- Gli). ki sent j+costã] 
=(t+ 2 )+t-t? +2t+(- sent) 
=1" +4t- sent 


com O<t<27. 
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e) flt-D+g(t+1)= 


=[t- 1+2(t 1} fi+fr-1-(r-1} j+ (r +1)i+sen(r+1)j+cos(r+1)k 


=[t- 1+2(t and i[t=1( -2+1) + sen(1+1) |j+cos(t+1)k 


e t? +3-2+sen(t+1) |j+cos (t+1)k 


5. Uma partícula se desloca no espaço. Em cada instante t o seu vetor posição é dado 
z ae UR y e 
por r(t)=ti+— j+k. 
t—2 
a) Determinar a posição da partícula no instante t=0 e t=1 
b) Esboçar a trajetória da partícula. 
c) Quando t se aproxima de 2, o que ocorre com a posição da partícula”? 


a e ES iza, 
0)=O0-—j+k=-— j+k 
a) r(0) i e dai 


no) 


1 

b BS 
EPA ES 

zt =1) 
ou 

1 
= ze]. 
x-2 $ 
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c) Quando +>2>x52 


A partícula tende para uma posição infinita. 


6. Sejam f(t)=ti+2 j+3rk e g()=2t+j-3k,1>0. Calcular: 


o Jim | fe) ret) 
lim [f(0)+ g(0)= lim (i+ 21° j+ 3E) tim (ri + = 31%) 
=(i+27+3%)+[2i+7-38) 
=3i+3j+0k 
=3i+3]j 
b) lim FO- 


lim Fo- zol- fi +2j+ 3 hi +j -3ž) 


=—i+j+6k 
an 1- 
o tim 70-55) 
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lim |370- =8) = ali 23 3%) i hi pjo 3) 


t>l 


=2+2+(-9) 
=-5 


o lim [Fegi] 


t>l 


lim Ale) elo)f= (i+ 2; +3k)e (27 + 736) 


ij k 
=1 2 3 
EY SG 


= -9i +9j -3k 


p lim k + DFG) 
lim ere) |= 227+) 
=2i+4j+6k 
o Im [FOl] 


lim| F (1)x g(r) |=0x (0+ j+0k) 


i jk 
=0 0 0 

010 
=0 
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7. Seja Fle) = sen ti+cos tj +2k e h(t)=1/t . Calcular, se existir, cada um dos 
seguintes limites: 


a) lim f(t) 


150 
lim f(1)= sen Oi + cos Oj + 2% 


= j+2k 


b) lim [A(e). FO) 


sent: cost- 2-| 
i+ j+—k 
t t 


8. Calcular os seguintes limites de funções vetoriais de uma variável 


a) lim (cos ti+ Pj —5k) 


lim( cos ti+t j - 5K) = cosri+m? j -5k 


tor 


saor 


Prado > 
nar ni 
i mea) 


3 2 2 
Ps EA 5. tm CE +28); = 
a (t+2)(t—3) -2 (t+2)(t-3) 

4-4 


itj=0+j=j 


=2=3 


. l > SA e (1-2) (1+2)- t-2- 
lim — | (t —4 -2)j|=1 
im [( Ji+(e=2)7 | o 


=4i+j 
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lim E i+(t-1)j+(r+ y = io; se EUS y 


= tim pie (een 


= Li+07+2% 
2 


EG 
2 


e) im Zie- 


im 2 = or -jerk = In 2+0+0% 


=n 2i 


9. Mostrar que o limite do modulo de uma função vetorial é igual ao modulo do seu 


limite, se este último existir. 


Seja Fle) =f (ni +f, ()j +f (tk uma função vetorial tal que lim f (t) exista, 


lim flt)= ai+a, j +a,k. Assim, existem lim fi (t)= a, lim pt a, € 


t>a 


lim fi(t)= a. 


ta 


Queremos mostrar que lim| f (£) = 
t>a 


tim (1) 


t>a 


Como Fe) = (o) + CAO) + (f OY , temos que 


FOJ = im AS ASHEA 


lim 


t>a 
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Aplicando propriedade de limites vem: 


tim| f(e) = Jime} + EMP + flo) 


ou 


f Q) = Ja; + a; + a; 


= a,i +a, j+ a,k| 


lim 


t>a 


-aro 


10. Mostrar que a função vetorial Fle) =f (ti +f, (1) +f (tk é contínua em um 
intervalo I se, e somente se, as funções reais f(t), f;(t) e f,(t) são contínuas em 
I 
Se Fle) é contínua num intervalo I temos por definição que f (t) é contínua em 
todos os pontos ty €T, ou lim Fle) = f(to) RAL RA MO 
o 


Temos então que 
im HO= Aet filial, Vel (1) 
Por uma propriedade de limite vem 
lim f(t)=lim fi(r)i+lim Í (1) j+lim AOL: (2) 
Comparando (1) e (2), vem 
lim f()= fito) lim f()= fl) e lim fil)= fito), Vel, 
o que implica em afirmar que f,(t), f (t) e f,(t) são contínuas em I. 
Reciprocamente, supor que existem f, (t,), f (to) e f; (t) e existem os limites 
lim f, (t) (i=1,2,3), Y tọ €I esãoiguaisa f(t) (i=1,2,3). 
Portanto podemos escrever: 
Flt) = A toli + fi C)+ filto )k 
= lim f (oie lim f, ()j + lim f, (Ok 
= lim f (¢) 
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o que implica em afirmar que f (t)é contínua em todo t, ET. 


11. Calcular o limite e analisar a continuidade das funções vetoriais dadas, nos pontos 


indicados. 
t-3|: 27 
— —>— i+ttj t43 
a) flt)=41-3 emt=0e1=3. 
0, 1=3 


Portanto, não é contínua em t =3. 


E PR t40 
b) flt)= t em 1=0 


= 


j, t=0 


t>0 


lim FA) = imf: sen o + cos j) 
t> t 


=0i+)j 
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Portanto, é contínua em + =0. 


e Jt+2-/2-= 
e rea 


Ls t#0 
c) f(t)= em t=0. 
V2 j,t=0 
lim F(r)= lim [ii] 


= lim 
150 


= RD DNA) 
ti + J 
t(Jt+2 +2) 
Pa ka e u 
ap oa f0) 


Portanto, é contínua em + =0. 


d) Ff(t)=senti-costj+k em t=0 
lim f(t)=0i-j+k 
=-j+k 
f(0) 


Portanto, é contínua em t =0. 


BRR cs o 
e) ft)=4t-1 0 1-2 emt=let=2. 


O,t=l et=2 


4 


O limite lim f()= im ( Z Pe 
> t-l t 


P 


m S oy 
O limite lim f(t )= lim i+ 
12 Ho) A t 


z j 5 F) não existe, portanto não é contínua em 1 =1. 


5 j 5 F) não existe, portanto não é contínua em t=2. 
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12. Indicar os intervalos de continuidade das seguintes funções vetoriais: 


=- 


a) fle)=a sent +b cos t em [0, 27] onde a=ie b=i+j. 
F(t)= senti+ i + j)cos t 
= (sent +cost)i+ cost j 

Como sent e cost são contínuas em [0, 27] temos que: 
lim F(t)= liml(sen t +cos t j + Cos rj] 

= (sen t, + cos t)i +cos ty j 

= F(t) 
V t elo, 27]. 


Assim, Fle) é contínua em [0, 27]. 


b) so) -1j +e'k 


. ia l ue ; , 
Analisando a função f, = —, vemos que ela não é contínua em t =0. Ainda f, =t,-le 
t 


f, = e' são contínuas em R , portanto elt) é contínua em (- c0,0)U (0, + 00). 


c) h(t)=eti+lntj+cos 2tk 
Temos que: 
e e” é contínua em todos os reais; 


e Int é contínua para os reais maiores que zero; 


e cos2t é contínua para todos os reais. 


Assim, h(t) é contínua em (0, +00). 
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d) v(t)= (m (Pas r) 


t 


Temos que: 


e In(t+1) é contínua para os reais maiores que (-1); 


=~ |= 


e t é contínua para todos os reais. 


Assim, v(t) é contínua em (—1, 0) U (0, +00) 


e) w(t) = (sen t,tgt, e') 


Temos que: 


e sent é contínua em todos os reais; 

> 5 m 
e tg t é contínua em lx tkakez ; 
e e é contínua em todos os reais. 


; P m 
Assim, w(t) é contínua em far É +kz, k € z} ou 


Temos que: 
e' é contínua para todos os reais; 


t-l 


é contínua em R- íy; 


In (t +1) é contínua para todos os t reais tais que t > —1. 


2 


t 


Assim, r(t) =|e', Be In (t +1) | é contínua em (-1, )U (1, +00) 


t-1 


é contínua para os reais diferentes de zero; 


[Etna Eneida) 
2 2 
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E -1 -1 
=|, -=—., 
TO) 
Temos que: 


° rt é contínua em todos os reais; 


é contínua em R-— (1); 


t penae 
° — ã é contínua em R- (2,2). 
t = 
a: E -1 -1 ; $ 
Assim, f(t)= Ye, FA A é contínua em R-{- 2,—1, 1, 2} ou 
a to — 


(-00,- DU (-2,-1)o (DUM DU (2, +00). 


= 2e 1 
h) t)=| t +1, ————, — 
st) í t- 24+1 +| 
Temos que: 
e 1 +] écontínuaem R; 


I 


>——— é contínua em R- iy; 
t —2t+1 


EA? 
e — é contínua para t >Q. 


Jt 


Sape 1 


Assim, glt) = [º +1, RG +] é contínua em (0, 1) U (1, +0). 


13. Provar os itens (a), (b) e (c) das propriedades 2.5.3. 
Para provar os itens vamos usar a proposição 2.5.2 da página 24 e as propriedades 
de limites das funções escalares do Cálculo A. 
Sejam fle) e elt) duas funções vetoriais definidas em um mesmo intervalo. Se 
t 


lim f(t)=a e lim g( )=b então: 


Sto t—>to 
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a lim fO e()=a+b. 


t—>to 


Sejam Hi) = CO flo, (0) : 86)= (8l) 8:6)8:0); a= (a,a,,a3) e 
b =(b,,basbs): 
Temos: 


Fet s= FOE l) AAE 80) LE 8l) e 


imf + O- iO nO OEO] 


t—>to 


> 


= [lim f, (rji + lim f,(t)j + lim f,(r)k]+ [lim g,(t} + lim g,(r)j + gal] 


= lim f(t)+ lim g(r) 
=atb 


Temos 
FO- 30A O+ OOs) 
e 
tim [f (). el) timbre (+ AOO) 
Considerando: 
* lim fl)=(a,,a,,a;) ou lim fi(t)= alim fi(t)=a, lim f (t)= a; 


° lim g(r)= (b,,b,,b;) ou lim g,(t)=b,lim g,(t)= belim g,(t)= b,. 
temos que: 


tim| ezO] ab, +ab, + a;b, =D 


9 limlf()xg(o)=axb 


Temos o produto vetorial: 
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> 


i j k 
f(t)xg(t)= Ah h =( f8- h8 +h- f8) j+, S8- fag )k 
81 &2 83 


Fazendo o limite temos: 
tim(P(e)x a(o)= lim[ (f8; — fg Ji +( f8, — fe)i+(hg = f8 Jk | = 
(a,b, — ab, Y + (ab, — ab, y + (ab, -a,b Je =axb 


14. Sejam f e g duas funções vetoriais contínuas em um intervalo I. Mostrar que: 


> > 


a) f+g é contínua em I. 


> > 
b) fxg é contínua em I. 


Se f e g são contínuas em I > lim f(t)= f(to) e lim g(t)= 8} Yh €T e: 
e imf()= fl); 
há lim g,(1)= g;(t,) 


comi= 1,2,3, Vel. 
Então: 


a) lim| f +g |=limf (t)+limg (r)= f (t9)+ (19). to 61 = f +g é contínua em I. 


t>to tt t>t 


b) lim| f x g |= lim f xlim g = F(t,)x E(t} Yt, € 1 = f x E é contínua em I. 


15to 15to 15to 


15. Esboçar o gráfico da curva descrita por um ponto móvel P(x, y), quando o 
parâmetro t varia no intervalo dado. Determinar a equação cartesiana da curva em 
cada um dos itens: 


a) 
x = 2cost 
, O<t<27 
y=2sent 
x? =4cos? t 
y =4sen’t 


x +y +4 
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Assim a equação cartesiana é dada por x” + y? +4. Segue o gráfico — circunferência de 


raio 2, no plano xy. 


b) 
x = 4cost 
y=4sent 
z=2 


com 0<t<27. 
A equação cartesiana é dada por x? + y? =16;z=2. Veja o gráfico que segue — uma 
circunferência de raio 4 no plano z=2. 
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c) 
x=2+4sent 
<t<2m 
y=3-2cost 


(x — 2) =16sen?t 
(y-3) =4cos?t 


(x-2) +4(y-3/ =16 
Estamos diante de uma elipse centrada em (2,3) no plano xy, 
&œ-2} , 0-37 
+ al. 
16 4 
Veja gráfico a seguir. 


d) 
x=t+1 


y=t"+4 —00 < f < +0 
z=2 
Temos uma parábola no plano z=2. 
y= (x — 17 +4 
=x" -2x+5 
Veja o gráfico no espaço. 
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(1,4,2) 


16. Obter a equação cartesiana das seguintes curvas: 


a) F(t)= [araras] 


t)=(t-1/ +1 
Assim, temos y=x?+1. 


c) F(s)=(s?-1, s? +1, 2) 


x=s"-1 
y=s"+1 
=2 

Temos que 


s?=x+1ou s=vx+1 para x>-1. 
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y=x+1+1 
Assim, temos y=x+2;z=2 sendo que x>-1. 
17. Determinar o centro e o raio das seguintes circunferências e depois escrever uma 


equação vetorial para cada uma. 


a) x+y’ —-2x+5y-3=0 


NIV 


b) x? +y” -6x+8y=0 
(x-3F +(y +47 =25 


Centro: (3,-4) eraio r=5 
r(t)=(3+5cost,-4+5sent) 


c) x+y’ +5y-2=0 


E E 


Centro : [0-3] eraio r=— 


+ 


18. Identificar as curvas a seguir e parametrizá-las. Esboçar o seu gráfico. 


a) 2x) +27" +5x+2y-3=0 


2,2 5 3 
x +y +>x+y->=0 
Pr 
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A 1) 53 
x+>]| + y+>| == 
4 2) 16 


. RE 5 1 . 53 
Circunferência com centro: | — Cl — 3 e raio r= “A ; 


Representação paramétrica: 


a 
com O<t<27. 
1 53 
y=- +—— sent 
2 4 
Veja o gráfico: 


À 3 1 EEE 7 T 
Elipse centrada em | —,— |, com semi eixos iguais a a = ,|— eb= |—. 
2 5 20 50 
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Representação paramétrica: 
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Representação paramétrica: 


3/2 


x = 2 + =— cost 
2  0<1<27. 


ne 
55 


Veja o gráfico: 


d) xº-8y+4=0 


8y=x"+4 


2 
X 


y= 3 é uma parábola. 


Representação paramétrica: 


Veja o gráfico: 
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2 


1 És 
y = —— é uma hipérbole. 
x—1 
Representação paramétrica: 
x=t 


1 
y= 


=—, ñl 
t— 


Veja o gráfico: 
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19. Verificar que a curva F(t)=3coshti +5senht j é a metade de uma hipérbole. 
Encontrar a equação cartesiana. 


x=3cosht 


y=5senht 


xX =9cosh?t > 25x” = 225cosh?t 
y =25senh't=>9y” =225senh't 


25xº -9y” = 225 

x? 2 , 

2) =1>É uma hipérbole 
9 25 


cos ht > 1 => x=3cosht 2 3, dessa forma vamos ter a metade da hipérbole. 
Veja o gráfico: 


—4.000 -3.000 -2.000 —1.000 1.000 2.000 3.400 4.000 5. 


20. Determinar uma representação paramétrica da reta que passa pelo ponto A, na 
direção do vetor b , onde: 


a) (1.5.2) eb=2-j. 


0)-[1.2.2 | ee. 1,0) 


(1+2r)i 5] +2k 


II 
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b) A(0,2)e b=5i —;j. 
r(t) = (0,2)+1(5,-1) 


=Sti +(2-t)j 


c) A(-1,2,0)eb=5i -2j +5k. 


F(t)=(-1,2,0)+1(5,-2,5) 
=(—1+51)i +(2-2t) j+5tk 


F(1)=(42,2,3)+1(5,0,-3) 
= (2 +5t)7 +27 +(N3 -31 )k 


21. Determinar uma representação paramétrica da reta que passa pelos pontos A e B, 
sendo: 
a) A(2,0,1) e B(-3,40) 
Temos que b= (-5,4,—1). Assim, 
F(t) = (2,0,1)+1(-5,4,-1) 
=(2-St)i +4t j+(1-t)k 


b) A(5,-1,-2) e B(0,0,2) 
Temos que b= (- 5,1,4). Assim, 


F(t)=(5,-1,-2)+ t(-5,1,4) 
=(5-5t)i +(-1+t)j +(-2+4t)k 


c) a22) e B(-7,2,9) 


Temos que b = [- 7- aid) . Assim, 
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F(t)= (2a, r)a TNI, 5) 
-2-02 0+2 


d) d| =.2.3) e B(x,-1,2) 


Temos que b = [o.- 1- E r) . Assim, 


H)=[n£.3]+ [0-1-2.1) 


22. Determinar uma representação paramétrica da reta representada por: 


a) y=5x-1,7=2 


x=t 
y=5-1 
z=2 


r(t)=ti +(5t-1)j +2k. 


b) 2x-5y+472=1,3x-2y-5z=1 


Fazendo x =t temos 


2 —-5y +47 =1 3t-2y-5z=1 
5y=2t+47-1 e 2y=3t-5z-1 
_2t+4z-1 egg! 
e AR 


Igualando os resultados, teremos: 


2t+4z-1  3t-5z-l1 
5 2 
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4t+872-2=15t-257-5 
82+25z72=15t-5-44+2 
33z2=11t-3 


lt —3 
Z mm 
33 
Dessa forma podemos escrever: 
E R E 
3 
E E E 
66y = 99t -55t +15- 33 
_ 44-18 
66 
_22t-9 
VE as 
Portanto: 
- 224-9+ 11-33 -> 
P(t)=ti + g a Bn i 


33 33 


c) 2x-5y+z=4;y-x=4 


x=t 
y=4+x=4+t 
z=4-2x+5y 


ou 


z=4-2t+5(4+t) 
z=4-2t+20+5t 


z=3t+24 
Portanto temos: 


Ft) = ti +(4+t)j +(3t+24)% 


23. Encontrar uma equação vetorial das seguintes curvas: 


a) x+y’ =4;z=4 
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x = 2cost 
y=2sent 
z=4 


Temos: r'(t)=(2cost,2sent,4). 


3 


b) y=2x,z=xX 


x=t 
y=% 
Zar 


Temos: F(t)= (1,21 E). 


c) 2(x+1) +)? =10,z=2 


Reescrevendo, temos: 


2 2 
(x+1) eiza 
5 10 
x=-1+5cost 
y = 10 sent 


z=2 


Temos: F(t)=(-1+ 5 cost + 10 sent j +2k . 


x=t 
y=r 
=2 


e) x=e 
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x=t | 

Se =t;.y=lnt 
t 

Zz=e 


Temos: Ho)=(tnr,e'), t20. 


f) y=x,z=x +y 


x=t 
y=t 
z=ť +40 = 


Temos: F(t)= (8,1,20º). 


g) Segmento de reta de A(2,1,2) a B(- 1,1,3) 
Temos que b = (- 3,0,1), portanto, 
r(t)=(2,1,2)+4(-3,01) 

Ea P com z e [0,1]. 
=(2-3t)i +j +(2+rt)k 

h) Segmento de reta de c(0,0,1) a D(1,0,0) 
Temos que b= (1,0,-1), portanto, 
r(t) = (0,0,1)+4(1,0,-1) 


E a telO1). 
=ti +(1-r)k EO 


i) Parábola y=+Vx,0<x<1 
x=t 
z 
Assim, F(t)=t i +tj com te[-11]. 
j) Segmento de reta de A(1,-2,3) a B(- 1, 0,-1) 
Temos que b = (- 2, 2,4), portanto, 


F(t)=(1,-2,3)+t(-2,2,—4) 
= (120); +(-2+2t)j +(3—4t)k com z € [o.i]. 
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k) y=x Tx +3x—2 , O<x<3 


x=t 
y=" -1 +3t-2 
Temos: FA =t +e -T 32) ,com 0<1<3, 
D x+y+z=1 , z=x-2y 
Fazendo: 
x=t 
z=l-x-y=l1l-t-y 
z=x-2y=t-2y 


Igualando, temos: 
l-t-y=t-2y 
—y+2y=t+t-1 
y=2-1 


Assim, 

z=t-2(2t-1) 
=t-4t+2 
=-3+2 


Portanto, F(t)=ti +(28-1); +(-3 + 2%. 
m) x? +y? =1 , z=2x-2y 
x =cost 
y=sent 


z=2cost-2sent 


Portanto, 7(t)=costi + sent j +(2cost-2sentJk com 0<t<27. 
n) xX +y +z? EA ny 

Fazendo 

x +y +z -2y=0 

x’ +2yº-2y=0 

x +2(y?-y)=0 


1y 1 
x +2 y-—| => 
a To 
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— + 
1 1 
2 4 
Assim, 
1 
x = —= cost 


70)=ecosti a risen Ji +(54 sena com O<t<27. 


o) Segmento de reta de E(3,3,-2) a F (4,5 2) 
Temos que b = (1,2,0). Portanto: 
r(t) = (3,3,-2)+1(1,2,0) 
- 2 _— com t e [0,1]. 
=(3+t)i +83 +2t)j -2k 
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CAPÍTULO 2 
2.14 - Exercícios 
pág. 65 - 68 


1. Determinar a derivada das seguintes funções vetoriais: 


a) f(t)=cos'ti +tgtj +sen?tk 


f (t)=-3cos? t. senti + sec” f + 2sent cos tk 
J 


b) g(t)=sentcosti +e” j 


g'(t)= (cos? t— sen?r)i 2e” j 


c) à (1) =Q- +° j-ŻK 
KO- E 
d) flt)=e"i+e”j+k 
fi) =—e"i -2e ” j 


e) g(ļt)=lInti +tj +tk 


TORRESEN: 


n ieži ml-e) ask 
(21+1).5-2(51-2). | Ef 
(2+1) l-t 
_10t+5-10t+47_ 2t = 
(28 +17 l-z’ 

9 qu 
(2+1 1- 


h(t)= 
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2. Determinar um vetor tangente à curva definida pela função dada no ponto indicado. 


) Fe) =h, (111) 
'(t)= 12130) 


(-1)=(1,-2,3). 


pod) 


f 
f 


Dı 
aa 
~ 
Dá 
II 
ER 
Q 
© 
w 
ma 
| 
o 
5 
a 
p< 
Dá 


Para P(-1,-1) temos |-t=-lou t=2. Assim, 


p'(2)= [- 3 = (1,1). 


e) r(t)=(2tnt,2) P(2,0,2) 
1 


F'(t) (24.0) 


F'(1)=(2,1,0) 
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2 2 
unitária com centro na origem. Determinar um vetor tangente à essa curva no ponto 


Ho 1 3) 


2- 2 


Temos que; 


3. Mostrar que a curva definida por f (1) = l sen t, 4 cost, £) está sobre a esfera 


x(t)=—sen t 


y(t)=—cost 


z(t) =>> 
0-5 
Podemos escrever 
1 
x? =—sen’t 
4 
1 
y? ==cost 
4 
1 
x+y = 
4 
Como 
2 3 2; 2 2 1 3 2 2 2 2 2. 
z’ (t)=—, temos x+y’ +z saa ou x’ + y? +z’ =1 que é a esfera unitária 
centrada na origem. 


O vetor tangente é dado por: f` (1)= (oos t, = sen no) l 


No ponto P TEE , temos EOE = 0,158 . Portanto, t=0 e 
2 2 2 2 2 2 


2 


f (0)= E 09) 


2 


4. Determinar dois vetores unitários, tangentes à curva definida pela função dada, no 
ponto indicado. 
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Para P =(1,11), temos: 
e'=1 
e'=1 
Pal=isr =0>t1=0 


Assim, f (0) = (ee —e”,2.0)= (1,—1,0) : 
Portanto, dois vetores tangentes são: 
Code) 

b) g(t)=(4+2cost,2+2sen t,1) ; P(4,4,1) 


g (1)=(-2sent,2cost,0). 


Para P(4,4,1) temos: 


4+2cost=4 > 2cost=0 > cost=0 
cos cost=0 > cost >r1=5+2km,k EZ. 


2+2sen t =4 > 2sen t =2 > sent=1 
Assim, e(3)-¢ 2,0,0). 


Portanto, dois vetores unitários são: (—1,0,0) e (1,0,0). 
c) H= (Fevr) P =(1,/3,3) 
7 11 -1/2 
h (t)=| >.> +1) O] 
ER EDNE) 
ph, B3)>1 =2. Assim, 
> 1 1 
h (2)=| =, —=+.1 |. 
(3) | 23 
Dois vetores unitários são: 


ER E 
5 2? AB’ DORES 


aa i É 5 
4 


[in 3+1+12 A 2 4 
4 12 12 2/3 

B 143 

AA Do 


ENE 4’ 


1,243 NB 


4 
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d) r(t)=(t cost ¿t sent, t) P(o 5 , z) 
r (t) =(—t.sent +cost ,tcost+sent, 1) 


ELTE Z 
S 2 z 2 1 1 = 
m’ m +8 Á nº +8 x? +8 
— +1+1 ] J | 
4 4 4 4 
-f -7 2 2 ] 
Jr’ +8 , vm? +8 , vm? +8 
i-[ x E) 32 ] 
Jr +8 ' dr +8 ' dre +8 


5. Determinar os vetores velocidade e aceleração para qualquer instante t. Determinar, 
ainda, o módulo desses vetores no instante dado. 


a) r(t)=2costi +5sent j+3k : dar 


Vetor velocidade: 
v(t) =7 (t) =-2senti +5cost j 


Módulo do vetor velocidade: 


(r 252 [29 
P E s pa Ss. 
= 


T11 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 


múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 65 —68. 


Vetor aceleração: 
a(t)=-2costi —5sent j . 
Módulo do vetor aceleração: 


qa 
4 2 


b) F(t)=eire? j;t=n2 


Vetor velocidade: 
v(t) =F '(t)= e adere 


v(In 2) =e" i -2e°™ 


Módulo do vetor velocidade: 


Panj fei -47 


Vetor aceleração: 
āļt)=e' i +4e” j. 


Módulo do vetor aceleração: 
la(in 2) = 5. 
c) F(t)=coshti+3senhtj ;t=0 


Vetor velocidade: 
v(t)=F (t)=senh i +3cosht j 
v(0)=senhO i +3coshO j 

=3j 


Módulo do vetor velocidade: Å (0) =3. 


Vetor aceleração: 
a(t)=cosht i +3senh+ j 
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Módulo do vetor aceleração: 
ja(o)=1 


6. A posição de uma partícula em movimento no plano, no tempo t, é dada por 


dO=>(t-1) y) -2 +1). 


a) Escrever a função vetorial F(t) que descreve o movimento dessa partícula. 
+ = 1 rd 1 2 Es 
OR Dis ali 2+1)j. 


b) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleração. 


O= F O= e )j=5i+5t Dj. 


c) Esboçar a trajetória da partícula e os vetores velocidade e aceleração no instante 
t=5. 
TOn 40 
2 
a l- 
d()==3 


Veja gráfico: 


velocidade 


aceleração 


7. No instante t, a posição de uma partícula no espaço é dada por 


a(t)= 1º 5 v(t) = 24/t , do) = ar. 


a) Escrever a função vetorial que nos dá a trajetória da partícula. 
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r)=0 742 rj+ ae E 


b) Determinar um vetor tangente à trajetória da partícula no ponto P(1 E 2,4). 
EN em 5 
F'(t)=2ti+—=j+6t°k. 
()=27+— 
el 
P(A) Ni? = tel. 
AP =4 
Assim, r'(1) =2i+ j +6k. 
c) Determinar a posição, velocidade e aceleração da partícula para t =4. 
Vetor posição: 
r(t)=PT+2Ntj + 4 k 


r(4)=167 +4; +32k ou posição em (16,4,32). 


Vetor velocidade: 


rosar ro E 
t 


7 


(4)=F'(4)=8i + 55 +12k 


<! 


Vetor aceleração: 


= = E Lap lapy 

m e 6.1"? k 
a(t)= v'(t)=2i a 

z ue SO 

dd jedi ES ER: 

a(4) = 2i E o 


8. Uma partícula se move no espaço com vetor posição r(t). Determinar a velocidade 
e a aceleração da partícula num instante qualquer t. Esboçar a trajetória da partícula 
e os vetores velocidade e aceleração para os valores indicados de t. 


a) F()=ti+4j+(4-r)k ;t=0;2; 


āļt)=-2k 
v(o)=7:; v(2)=7—-4k 
a(O) = à(2) = -2k 
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A SJ e 
Crer ad 
(o) = Ds 2 > 


He)=-5i+5 

1- J 
GR 
a()=51 cap)-5 
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y 
34 (2) 
2 a(2) 
v(1) 
1 a(1) 


82 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 65 —68. 


d) r(e)=(-ti+(l+)j ; t=1;2 


vlt)=-+) y 


Sejam à e b dois vetores constantes. Determinar o vetor velocidade das partículas 
cujo movimento é descrito por: 


a) Elt)=á+tb 


b) Elt)=ar? +bt 


v (t)=2tā+b 


10. Se r(t) é o vetor posição de uma partícula em movimento, mostrar que o vetor 


velocidade da partícula é perpendicular à F(t). 


a) F(t)=(cost,sent) 
v(r)=(-sent,cost) 


r(t).v (1) =--sent cost +sent cost 


= 0 > são perpendiculares 
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b) F(t) = (cos3t,sen3t) 
F (t)=(cos3t,sen3t) 
v(1)=(-3sen 3t,3cos3t) 
r(t).v(t) = —3cos 3t sen3t + 3cos3t sen 3t 


= 0 > são perpendiculares 


11. Em cada um dos itens do exercício anterior, mostrar que o vetor aceleração tem o 
sentido oposto ao do vetor posição. 


xw 


a) F(t)=(cost,sent) 


v(t) = (—sen t,cost) 
a(t)=(-cost,-sent) 
=-—(cost,sent) 


r (t) > Fe à têm sentidos opostos 


b) F(t) = (cos3t,sen3t) 
v(t) = (—3sen3r,3cos3) 
à(t)=(-9cos3r,—9sen3r) 

= —9(cos3r,sen3t) 


= Or (t) => re à têm sentidos opostos 


12. Mostrar que, quando uma partícula se move com velocidade constante, os vetores 
velocidade e aceleração são ortogonais. 


Seja v(t)=ai +bj + ck a velocidade da partícula onde a, b e c são constantes. Então 
a(t)=0 e 
v(t).a(t) = a.0 +b.0 +c.0 


=0 >v eå são ortogonais 


13. Sejam à e b vetores constantes não nulos. Seja r(t)=e”ä+e™ b. Mostrar que 
r"(t) tem o mesmo sentido de F(t). 
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Portanto, r'(e) er (t) têm o mesmo sentido . 


14. Seja F(t) =2coswti +4senwt j onde w é uma constante não nula. Mostrar que 


DE oi 
dt 
dr > = 
— = —2wsen wti +4wcoswt j 
dt 
P -2w° coswti —4w?sen wt j 
t 


= -w° (2cos wti +4sen wt j) 


d (0a) 


(F (t)x8(t))=(-2-4,0,0). 


FA'A F(0).g(0)=(0,0,17).(0,25,-1)+(0,1,2)(0,ºº —1)= 


= "+ 2" =0. 
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dD (ale). ae) 
(EOE) = +e [= 40 +27. 
16. Se f(t)= - e f(t)=ti +tj, determinar FOFO) 


0 (-1)-t1- (t-1)%-ť -= 


TAQNÃO) E (1-1) l+ (1-1) 


pelos DP 2r 


17. Sejam f(t) uma função real duas vezes derivável e à e b vetores constantes. 


Mostrar que se g(t)= a +b f(t), então g (t)xg (1)=0. 
glt)=āä+b. f(t) 
z O)=5.F 0) =b f Obs Obf O) 


z O=5.F A=B. f Obf Obf O) 
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> 


i j k 
gZ (1)xg (t) = bf bf bi 
di br dd 


E fof’ -bf bf if +b f bf )j+(bf bf -bf b,f )k 


18. Se f é uma função vetorial derivável e A(t)= PAGE mostrar que 
HO. HO= no. h (e). 


(= li + AOF + e)k 
OFA =E O O (0) 
FOÀO=FA OE + f O + f k 
JOVA (0) = (0.8 (0) + £.(0).5 (0)+ fe). (6) 
non ()= PO Os srt AOA LAO 
fA rO Fe) 
= FAFO LOL OLOLA 
= (0). F (e) 


Sı 


= 


19. Esboçar as curvas seguintes, representando o sentido positivo de percurso. Obter 
uma parametrização da curva dada, orientada no sentido contrário. 


a) F()=(2+3cost, I+4sent), t el0,27] 
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r(D=r(a+b-D)=r(Q7-t)= 
=(2+3(cos2m7—1), 1+4sen(27—t)= 
=(2+3cost,l-4sent), t e[0,27]. 


b) FE =(t,t+2, 2+1} + elo,1] 
F()=r(04-D)=r"(d-9= 
=(1-t,1-1+2,2(1-)+D= 
=(1-1,3-1,3-20), t elo, 1] 


Z 
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o) F(0)=(2-1, 2+1, 4-2), t ell,2] 
F()=r(0+2-0)="(3-D= 
=(23-1)-1,23-1)+1,4-2(3-1)= 
=(5-2t,7-2t,-2+2t), t ell 2] 


d) HO=(t-1, P -—2t+1), t e[-1,2] 


F(=r(C14+2-)=r(d-0= 
=(1-t-,(A-9)-2d-D)+D= 


=(—,t), t e[-1,2]. 


e) F()=(t-sent, 1- cost, t el0,27] 
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F(D)= r(0+27-8) = r(2x-1) = 
=(27-—t-sen(27 —t),l-cos(27 —t)) = 


=(2m-t+sent,l-cost), t e[0,27]. 


Ð F(D)=(I+cost, I+sent, 21), t e[0,47] 


r()=r(0+47-t)=r(47-t)= 
= (I+cos(47 —t), l+sen(47 —t), M47 —t)) = 
=(I+cost,l-sent,87-—-21), t € [0, 47]. 
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g) F(t) =(2cos*t, 2 sen't), t (07, 


FD=r(0+5-0="(m/2-1)= 


=(2cos(7/2-t),2sen(7/2-1), te [0, 712). 
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2 


20. Se F(t)= (t,e) para todos os reais t, determinar todos os pontos da curva descrita 
por 7 (t) nos quais o vetor tangente é paralelo ao vetor (4, 43). Existem alguns 
pontos nos quais a tangente é perpendicular a (4, 4,3) ? 


F'(t)=(1,2t,3t?) 
= (4,4,3) 


a(1,2t,3t°)=(4,4,3) 


(1, 21,3 ).(4,4,3)=0 
4+8t+9 =0 
9º +8t+4=0 


Como as raízes são complexas, não existem pontos nos quais a tangente é 
perpendicular a (4,4,3). 


21. Verificar que a curva F(t)=tcosti +tsent j+tk,t>0 está sobre um cone. 
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x=tcost 
y=tsent 
z=t 


x? =t COS E] o 3 a . 
> 2 2 (NX ty =z éaequação deumcone 
y =t sent 
22. Verificar quais das seguintes curvas são suaves. 
a rlt)=Pist; o, te[-11] 
r(t)= Be? à 2 é cont.em[-11] 


r (t) = (31 „2t não é 0 parat e [-1,1] poisemt =0, r (t) =0 


“não é suave. 


b) Flt)=ti+tj,te E 


: 1 E E = 1 
Neste caso a curva é suave em a » pois F (t) é contínua e +0 em 5 : 


c) F(1)=2(t-sent)i +2(I-cost) j,t e [7,37] 
F (1)=2(1-cost)i +2sent J écontínuaem[7,37] 
F (t) =0 


2(1-cost)=0 > cost=1=>t=0+2kr 
2sent=0 >t=0+2kr,keZ 


' 


F (t)=0 em t =27 queé ponto dointervalo[7,37 ] > não ésuave.. 
d) F(1)=(3cos?r, 3sen't), zz] 
) F(t) ( cos? t, 3sen t) re(5 
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' 


F (t)= (3.3c0s” t(-sent), 3.3sen?.cost) 


= (-9 cos? tsent, 9sen?tcos r) 


F (t) =0=>-9cos? tsent =0 


9sen?tcost =0 


t=0+kr,kezZ ou t=5+ka 


y T T 
 ésuaveem Rs 


e) F(t)=(2cost, 3sent), t € [0,27] 


F` =(-2sent, 3cost é suaveem[0,27]. 


23. Verificar que as equações vetoriais 
F(w) =(w,w?), 2<w<3 
r()=(Nt,1),4<1<9 
representam a mesma curva. 


Temos que: 


Xx=W > 

[Y =X, 2x3 
VW 
e 


x=t 


y=x",4<y<90u 2<x<3. 
y=t 


Portanto, tem-se a mesma curva. 


24. Determinar o comprimento de arco das seguintes curvas: 


a) Ft) =(e' cost, e' sen t, e), 0O<t<l 
Temos: 


rt) =(-e sen t +e cost, e cost +e sent, e') 


Ir()|=vV(-e sen t+e' cost)? +(e'cost+e' sen t)? +e” 
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=V3e” =3e'. 


Assim, 
bs 1 

l= [|r(o)|dr=[3e'dt = [3e'| = 3(e—1). 
a 0 


1 
0 


b) FO =h, 2, V6) 0<1<3 
Temos: 


P'e) =(61, 2, 24/61) 
[F(0)|=36t +4+24t° 
= AGE +? = 3P +D). 


Assim, 


bay 3 
l= JIr'® | dt= | 2G? + dt =60. 
a 0 


c) F(t) =ti + sen tj + (1+ cost)k, 0<t<27 
Temos: 
F(1)=(1, cost, —sen t) 


[7 ()|=vI+cos?t+sen?r 
=2. 


Assim, 


b y 2m 
l= |r| de= | V2dt = 227. 
a 0 


d) y=x"?°, z=0de P (0,0,0) a P (4,8,0) 


Temos: 
FA) =h, t,0) 


= 3 a2 
D=|1,=1,0 
F (t) í > 
9 
r(g)|=,I+>t 
Pol 


Assim, 


b 4 

= 9 8 
L=||r()ldt=| 1+>tdt=— (10410 -1). 
jiro] i q tdi = 10410-1) 
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e) x=t, Y= tr, I<t<3 
Temos: 

ro=(",º) 

FO =(81,24) 

LEO) [= Vtt +4 =P +4)" 


Assim, 


by 3 
l= [|r'(0) | de= ftor +4"°at= = (8585 -13/13). 
a 1 


f) hélice circular F(t) = (2 cost, 4t, 2 sent) de P/(2,0,0) a P(0,27,2) 
Temos: 
F'(t) =(—2sen t, 4, 2cost) 


[7'(1)|=4sen?t +16+4cos?t = (20 


Assim, 
7/2 


= Iro |dt= | V20at = v57. 


g) um arco da ciclóide F(t)=2(t -sen t)i +2(1-—cost)j 
Temos: 
F(t) =(2(1-cost), 2sen t) 


IF) |= Jaa — cost)? + 4sen?t = /8(1— cost) 


Assim, 


bs 27 
l= fi r'(t)|dt= f v8- cost)" ?dt =16. 
a 0 


h) F(t) = (—sen t, cost, 2) para te [0, 27] 
Temos: 
r'(t)= (—cos t,—sen t, 0) 


|F()|=vcos”t+sen? =1 
Assim, 


je Iro | aef dr= de 
a 0 
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i) F()=(tsent,tcost) para te[0,7] 
Temos: 
F(1)=(tcost+sen t, —tsen t+cost) 


[7(1)|=«/(tcost+sen 1)? + (cost -tsen 1)? =? +1 


RS 


i= fiola farias 5 Ep o Injz+ io? |. 


j) F= Bt + + (t + 2)j para te [0, 2] 
Temos: 

r'()=(3,1) 

[r()|=/9+1=10 


Assim, 


b, 2 
1= |r | dt= | V10dt = 2410. 
a 0 


k) F) = fe", e”, 2} te [0, 1] 
Temos: 

FO =le e, 2) 

[FO] = Ve” +e” +2 


Assim, 


b 1 
> 1 
l= fIr |dt=| Ne” +e” + 2dt=e—, 
a 0 e 


25. Escrever a função comprimento de arco de: 
t t 
a) r(t)=| sen —,cos —, 2t 
) rÆ I 3 


Temos: 


ro-[5e0 E E sã 5.2) 
IFOl= (500 sen? 5+4= =+4 -47 


s(t)= f pela” = js a 
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b) F(t) = (cos 2t, sen 2t, 4) 
Temos: 


F(t) = (—2sen 2t, 2cos2t, 0) 


[FŒ |= vV4sen? 2t +4cos? 2t =2 


s(t) = fra |dť = fzar = 


c) rO =l,r) 


Temos: 
ro) =(1,2t) 
IF O|=v1+4t 


s= |F =|N1+4 dt Zait sm |2r+ VI+]. 
a 0 


d) F(t)= [cos t, sen't, ácos 2) 


Temos: 


E 3 
r'(t)= [3 cos” tsent, 3sen?t cost, — 5 sen2r 


9 
[F(t)|= p cos“ tsen’t + 9sen'tcos” t + ge =3V2 costsen t 


s(t) = [FO |dť = [342 cost'sen tdt = 3V2 mr. 
a 0 


e) F(t)=(cos2t,sen 2t) t e[0, z] 
Temos: 


F'(t) =(—2sen2t,—2cos 2t ) 


[7 (1)|=4sen?2t+4cos? 2t =2 


s(t) = fra” [df = fzar =D. 


f) hipociclóide F(t) = (a cos t,a sent) t € Ç z| 
Temos: 
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r'(t)= (-3a cos” tsent, 3asen?tcos r) 
[7(1)|= 9a” cos" tsen?t + 9a” sent cos” t = 3acostsen t 


s(t) = fr) |dř = [3acosrsen tdt = E sent 
a 0 


26. Reparametrizar pelo comprimento de arco as seguintes curvas: 
a) FÆ) =(42 cost, V2 sent) t €[0,27] 
Temos: 


r'(t)= (-v2sen t, V2cosz) 
[F(1)|= 2sent+2cos?t = V2 
s= fF = | 2dr = 21. 


S h( 


Assim, t = —— (= (NEcos 2 2 sen 


e N =) selo, 242z |. 


b) FO=(3-1,1+2) 
Temos: 
(0) =(81) 
[F()|=9+1=10 


s(t) = [Fo jd” = [Viar = 10r. 


Assim, Fi e ioo(5 +) s>0 


c) (D)= (cos 2t, sen 2t, 2t) 
Temos: 
F(t) =(-2sen21,-2cos2t,2) 


|7(1)|=4sen?24+4cos? 2t +4 = 
sO) = [Far = |224 = 22t. 
g 0 


; S e 
Assim, t = —= e h(s) =| cos 


a a 
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d) ro =[25 o.) t €l0,3] 
Temos: 
F'O =(2, 482,21) 
IFE |=4V4+8t +4 =2t+2 


s= [Polar =| +da =P +21. 
a 0 
Assim, t=-—l+tvVl+s e 


me [a(-1+vis), SB (-teies É (iss) Jselo 15] 


e) F(t)= (e cost, é sen t, e) 
Temos: 


Ft) = (-e'sen t+e' cost, e cost +e'sen t, e') 

IFE |=4/(—e'sen t +e' cost)? +( e cost +e'sen t)? +e” = Be 
t t 

s= fF dr = [N3edr =3(e' -1. 
a 0 


s+ 3 
J3 


o| Eco nE) HE eala mê] 
e = Eo 


Assim, t=In 


e 


f) F()=(cos2,sen21) + e[0,7] 


Temos: 
F'(t) =(-2sen21,-2cos 2t ) 


|7(t)|=4sen?2t+4cos” 2t =2 


s(t) = [Fo |dř = fzar =2t. 


Assim, t=— e A(s) = (coss, sen s), se[0, 27] 


O | 
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g) hipociclóide F(t) = (a cos" t,a sen't) t € Ç z| 
Temos: 


r'(t)= (-3a cos? tsen t, 3asen’t cost ) 


[7(1) |= V9aº cos! tsen?t + 9a? sen'tcos? t = 3acostsen t 
s(t) = fr) |dť = [3acost'senr' dr” = h 
a 0 
2 3 2 3/2 2 3/2 
Assim, sen t = ES tel0,7/2] e h(s)= (1-8) (5) 
3a 3 3a 
h) hélice circular x=2 cost, y=4t, z=2sent, t € [o 


À 
Temos: 


F'(t) =(—2sen 1,4, 2cost) 


IFE |= V4sen?t +16+4cos?°t = V20 
s= fF dt = [20d = V201. 
a 0 


S = S 2s S 
Assim, t = —=— e h(s)= [cos —, 2 sen =E) 0<s<57 
20 25º 5 2.455 


i) x=1-t y=2+2, z=3t t el0,1] 
Temos: 

r()=(-1,2,3) 

[E ()|=V1+4+9=14 


s(t)= [Fo |dř = [Vidar = 14. 


s B S 2s 3s 
Assim, t=—= e h(s)=|1-—=, 2+55, = |, 0<s <14. 
v14 o í A4 v14 i) 


27.Verificar se as curvas dadas estão parametrizadas pelo comprimento de arco: 
a) r(t)= (sen t, cost), t20 
Temos: 


r'(t)= (cos t,—sen t) 
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[7 ()|=cos“t+sen t =1. 
Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 


cap ço AS 6 
b) r(s)= = es) s>0 


Temos: 
Sa 1 6 
r(s)=|—=,.|> 
( 77 
1 6 
r'(s)|= [q =, 
o 7 7 


Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 


o) FO =(2t-1,t+2,t} t20 
Temos: 
F'(£©) =(2,1,1) 
[F0)|=V4+1+1=V/6 #1. 


Portanto, a curva não está parametrizada pelo comprimento de arco. 


d) ğ(s)= a cos Ž, a sen Š, b z), onde c? =a? +b? 
c 


c é 

Temos: 

sê 1 l b 

do|- sen Ž-—, a cos Ž-Ż, 2) 
cc cce c 


2 2 2 
E a 285 a 2S b 
|a (s)|=,]— sen" =+ — cos“ —+ El. 
c c c c c 
Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 


e) h(s) =(2 cos s,2sen s), s e[0,27] 
Temos: 


h(s) =(—2sen s, 2coss) 


E 
|h'(s)|=4cos?s+4sen?s =2 +1. 
Portanto, a curva não está parametrizada pelo comprimento de arco. 
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f) F69)=[ os 5,4 sen $), s €[0,87] 


Temos: 
F'(s)=| —sen E cos É 

4 4 

2 
[7(s)|=,Jcos —+sen?> =1 


Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 


3 


2g) rosnie )7.s20 


Temos: 


r'(s)= E s’ + 2s) 
s+1 


[F(s)|= e? +(82 +25) #1. 


Portanto, a curva não está parametrizada pelo comprimento de arco. 


Temos: 

- 1 1 

h's) =| ==. = 
(EZ) 

- 1 1 

h(9)|=|=+>=1. 

Polt 


Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 


28. Uma partícula move-se no plano de modo que, no instante t, sua posição é dada por 


r(t)=| 2 cos E den . 
2 2 


2 v(t PSS, : s 
a) Calcular o vetor u(t) = P onde v(t) é o vetor velocidade da partícula no 
v(t 
instante t. 
Temos: 


aerae ao 
ro=ro-| SER -) 
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xs 2 É 
v(D)E- lsen?-+cos? — | =1 
[OF [sen E toos) 


safira CO M t t 
nosi sen —, cos li 


> 


b) Mostrar que u(t) e s são ortogonais. 
t 


Temos: 


E t t 
u(t) =| —sen —, cos — 
O l : -) 


= d 1 t t 1 t - ] 
u(t). = -sen —: cos — + cos —* sen — = 0, portanto são ortogonais. 
dt 2 2 2 2 2 2 


29 Escrever a função vetorial que associa a cada ponto do plano xy o triplo de seu vetor 
posição. 
Temos: f(x,y)=3xi +3yj 


30 Escrever a função vetorial que associa a cada ponto do espaço um vetor unitário com 
mesma direção do vetor posição e sentido contrário. 
Temos: 

= Z T ss 


y 
f(x, yz J k, (x,7,72)£0 
E +y tz’ eT Je +y +z ( 


31. Dar o domínio das seguintes funções vetoriais. 


a) fley)=ni +yj+)/4-0 -yk 
4-xº-yº >0 
4>x)+yº oux’ +y’ <4 
D=(xy)eR/xX +y? <4) 


= 1. = 
b) 6, y)=<i +y] 
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D=(xy)eR/x%0) 


o A(x y)= b? +y? ayay) 


D={(x,y)eR?/y>0} 


D={(x,y,z)E R’ /x+0,y+0,z #0} 


f) ā(x,y,z)=x yi +yj+Nzk 
D=(xy2:)eR/2>0) 


g) v(x, y,z)= yi +v4x+zk 


D=(xy2)eR'/x+2>0 ou x>-2) 


h) Floya)=02-0 9" T+l-x-y? J+zk 
D= (xy) RX + <1) 
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CAPÍTULO 3 
3.7 - EXERCÍCIOS 
pág. 91-94 


1. Identificar quais dos conjuntos seguintes são bolas abertas em R° ou Rº, 
determinando, em caso positivo, o centro e o raio. 
a) x +y —2y<3 
x +y'-2y<3 
(x-0f +(y-1f <4 
Bola aberta de centro P, = (0, 1) eraio r=2. 


b) x +y +z +6z<0 
x +y +(2+9)"-9<0 
x +y’ +(z+3) <9 
Bola aberta centrada em P, = (0, 0,-3) e raio igual a três. 


c) x? + y <z 
Não é uma bola. 


d) xX +y +2x> (xD +O- 
xX +y’ +2x-(x-17-(y-27 50 
4x+4y>5 
Não é uma bola. 


e) x +y’ -—-1>0 
x +y >l 
Não é uma bola 


f) xX +4x+y <5 
(x+27 +(y-0F <9 
Bola aberta centrada em P, = (-2,0) er=3. 


g) xX +y +z<2. 
Não é uma bola. 


2. Seja A={(x,y)e R?|2<x<3 e -1< y<1} 
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a) Representar graficamente o conjunto A, identificando se A é aberto. 
b) Determinar a fronteira de A. 


a) A é aberto. Veja a representação gráfica. 


b) A fronteira de A é o retângulo dos vértices (2,1), (3,1), (3-1) e (2,1). 


3. Repetir o exercício 2 para o conjunto 


B=((xy)eR'|-I<x<L-I<y<l e-I<z<l. 


e 
-à 
i 
i 1 
l I 
' i 
I 
. E I 
x K 


a) B é aberto 
b) A fronteira de B é formada pelas faces do cubo dos vértices (1,—1,1), (1,1,1), 


(=1-1,-1), (=L-L1), (= 111), (L=1,-1), (L1,-1) e (-41,-1) 
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4. Identificar as afirmações verdadeiras: 


a) A união de bolas abertas é uma bola aberta. (Falso) 
b) A união de bolas abertas é um conjunto aberto. (Verdadeiro) 
c) A união de bolas abertas é um conjunto conexo. (Falso) 


d) Oconjunto A= íx, y)/ xX +2x+ y —4y> o} é conexo. (Verdadeiro) 
e) O conjunto B = íx, yx > y?} é aberto. (Verdadeiro) 


5. Verificar quais dos conjuntos a seguir são conexos: 


A= [os y)eIR? |2x? +5y < 10} 


1 1 
B=+(x, eIR? <x< 
f y) 5 | 
c=[(, y, z) EIR? Ba? +93) +z? >18} 
5 1 
D=+(x, y)eIR ER E 
X 


São conexos os conjuntos A, B e C. De fato: 


2 2 


A= íx, yle R?/2x +5y < 10} pode ser reescrito como A + s <1. Dado dois 


pontos quaisquer de A, estes podem ser ligados por uma linha poligonal contida em A. 


O conjunto B = fe yje R?/ <x< n é conexo. 


O conjunto C = (x,y,2)e R? /3x? +9y? +z? >18} poder ser escrito como 
2 2 2 


a + 2 + < > 1 e também é conexo. 
6 2 18 


6. Dar a fronteira dos seguintes subconjuntos do R?. Representar graficamente. 


a) A={(x yE R xy <4} 


Temos uma circunferência de raio 2, centrada em (0,0). Veja o gráfico que segue. 


107 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, 
integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94. 


b) B=ilxy)eR|x+y<4] 


Temos uma circunferência de raio 2, centrada em (0,0). Veja gráfico a seguir. 
y 


c) A={(x,y)e R’ | 4x +y? <4) 
Temos uma elipse centrada em (0,0) e semi-eixos 1 e 2 paralelos aos eixos 
coordenados x e y, respectivamente. Veja gráfico a seguir. 


1 
d) D=[(,9)eR'|y>5] 
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Temos a hipérbole y = — unida com o eixo dos y. Veja gráfico a seguir. 
X 


7. Representar graficamente os seguintes subconjuntos de R?. Identificar os 
conjuntos abertos. 


a) A=((x,y)eR? x —4x+y <0} 


O conjunto A é aberto. Veja a representação gráfica. 


b) B={(x,y)e R’°| x -4x+y >20} 


O conjunto B não é aberto. Veja a representação gráfica. 
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c) C=(xy)eR||y|<3) 


O conjunto C é aberto. Veja a representação gráfica. 


d) D=((x,y)e R?||x|+|y|<1) 


O conjunto D não é aberto. Veja a representação gráfica. 


e) E=((x,y)eR?|x>2y-3) 
O conjunto E não é aberto. Veja a representação gráfica. 


110 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, 
integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94. 


8. Seja A=(G)eR?Jo< +? opa. 
Verificar se os pontos 
a) (0, —1/2) b) (0, —1) c) (—1,-1) 
d) (1, 1) e) (0, 0) 9) (3,4) 


são pontos de acumulação de A. 


Temos que: (a), (b) , (c) e (e) são pontos de acumulação de A e (d) e (f) não são pontos 
de acumulação de A. 


9. Verificar se o conjunto A=f(x,y) € R? 


x,y € N} tem ponto de acumulação. 


O conjunto A é formando por um conjunto de pontos como mostra a 
representação gráfica a seguir. Esta representação pode auxiliar na visualização de que 
o conjunto A não tem ponto de acumulação, pois podemos, por exemplo, colocar uma 
bola aberta centrada em (2,1) de raio 1 e ela vai conter um número finito de pontos de 
A. 


10. Identificar as afirmações verdadeiras: 


a) 
b) 


c) 
sejar > 0. 

d) 

e) 

ð) 

8) 

h) 
acumulação. 

i) 
A. 


P(0, 0) é ponto de acumulação do conjunto A={(x,y)€ R a] y>x}. 

Os pontos P(0, 4) e Q(2, 2) pertencem à fronteira do conjunto 
B=((x,y)eR? p>4-2") . 

P(0, 0) é ponto de acumulação da bola aberta B((0, 0),r), qualquer que 


O conjunto vazio é um conjunto aberto. 
Toda bola aberta é um conjunto aberto. 


R? é um conjunto aberto. 
Todo ponto de acumulação de um conjunto A pertence a esse conjunto. 


O conjunto {(x, y) € R?| xe y são racionais ) não tem ponto de 


Todos os pontos de um conjunto aberto A são pontos de acumulação de 
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j) Se A é um conjunto aberto, nenhum ponto da fronteira de A pertence a A. 


Respostas: a) V DF V DV IV DV E MEF DV JV. 


11. Usando a definição de limite, mostrar que: 
a) lim (5x —2y)=-9 
y>2 


Dado €> 0 existe ô >0 tal que |5x—-2y+9|<s sempre que 


o< Jat FOD <6. 
Temos que 
|5x-2y +9 5(x+1)-2(y-2)| 
45x +D] +| -27-2 
=5|x+1|+2|y-2|. 


Assim, se tomamos ó tal que |x+1|< E e |ly-2|< z , a desigualdade 
|5x—2y+9|<e fica satisfeita. 


De fato, como | x +1I|< Jog ely-—2|< GD Oo 3 


tomando ô = temos que se 0 < Ve +D? +(y-2) <ô, então: 
[5x—-2y+9|45(x+1D|+|-2y —2)| 
are o 
7 7 


= 
O que mostra o limite dado. 


b) (lim, (3x+2y)=12 


(5, >, 
Dado €> 0 existe é >0 tal que |3x+2y-—12|<s sempre que 


dede OD <6. 
Temos que 
|3x+2y-12|=3(x-2)=+2(y -3)| 
43x -2)|+|2(y -3)| 
=3|x-2|+2|y-3]. 
Como |x-2|£(x-2 +(y-3 e |y-3K (x-2 +(y-3} , podemos 
concluir que 
3|x-2|+2|y-3|<38+2ő| sempre que 0< (x-2)? +(y-3} <6. 


Assim, se tomamos ô = temos 
[3x+2y-12|H3(x-2)+2(y-3)| 
<5-6 


=E 
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sempre que 0< Va) +(y-3 <6. 
O que mostra o limite dado. 


c) lim (3x-29)=5 


(1) 
Dado €> 0 existe ô >0 tal que |3x—-2y-—5|<& sempre que 
0< xD ++]? <ô. 
Temos que 
[3x-2y-5H|3x-D-2y+D| 
S3%x-D|+|=20+D] 
=3|x-1|+2|y+1]. 
Como | x-1 (x-1)? ++]? ely+I|s(x- +(y+1), podemos 
concluir que 


3|x—1|+2|y+1|<36+26| sempre queO<y(x-1) +0+Dº <ô. 


Assim, se tomamos ó = : temos 
|[3x-2y-5|<3|x-1]+2/y+1] 
<5-6 


=E 


sempre que 0< VD? ++)” <6. 
O que mostra o limite dado. 


2 
i dim ==0 


150 [42 2 
750 xX +) 


Dado € >0 existe ô >Q tal que 


2 


2x o 
-=== < £ sempre que O< x+y <ó. 


JE ye 


Temos que 
2x? B Due o Der + 
Como x° < x? + y? temos 
2x? | ty N +y? 
= Jx? + y’ 


<28 


sempre que0 < yx’ +y’ <ô. 
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f E 
Assim, se tomamos ô = a temos 


2 2 
X ce sempre que 0< x +y? <6. 


O que mostra o limite dado. 


3 
e) lim" =0 


cd É 
3 
Dado € >0 existe é>0 tal que „a <£ sempre que 0< 4x? +y? <ô. 
x +y 
Temos que 
w ES PAN ES PARA 
Ly y y 
Como x° < x? + y? temos 
w | Jay? llle +y’ 
x py? od = xL +y 


omo |x|< 4x +y? ely|<yx” +y? temos 
-Ə J= x+y x+y <8? sempre que0 < x +y? <6. 


x +? 


Q 


Assim, se tomamos ó =«/£ , temos 
3 


E <£ sempre que O< x +y <ô. 


N 


O que mostra o limite dado. 


12. Dado (x,,y)e R2, mostrar que lim y= yo. 
XX 
VP 


Dado €> 0 existe é >0 tal que |y— y| <£ sempre que 


O<V(1-x) +(0V-y) <6. 


Temos que 
Iy- y 8/0 +O- y). 


Assim, |y— y K ô sempre que 0< xx) tO- y) <ô. 


Tomando ô= £, vem | y- y, K€ sempre que 0< JOa +O- <ó. 
Portanto, lim y= yọ. 


Y>Yo 


13. Mostrar que os limites seguintes não existem: 
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Para mostrar que os limites não existem vamos usar a Proposição 3.2.3. Observar que 
outras opções de caminhos podem ser escolhidas para mostrar que os limites não 
existem. 


a) lim + 
Fa 
Temos 
L-y , 2 
lim i =lim— =1 
a X +) x20 xX 
e 
X-y -y? 
lim E 5 = lim 5 =—1 
RD 


2x 
b) lim 
0 2 2 
720 yX +) 
Temos 
2x o 2x 
lim s == lim A =? 
0 0 
3=0 Jx +y o NX 
e 
; 2x aj 
lim = lim = 
= Ny = L+ J: 


c) lim “2? 
150 2x + y 

Temos 
; 1 
lim %2- Lz 
EN 2x+y 02x 2 
e 
lim% >} =lim =—1 


y>0 y>0 
x=0 2x + X x=0 y 


Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 
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e 
2 
; xX 1 
lim E 5 = lim 55 E 
Ox +y 0x +x 2 
y=x y=x 


Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 


y>0 
Temos: 
lim- E im —=0 
E Oy AR 
e 
3xy Re a 3 


maea M 
150 4x +5y 09x" 9 
y=x y=x 


Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 


2 2 
P imt Dê 
DE 
Temos 
REAGE L 
lm— 5; =lim— =1 
E x +y x 
e 
2 2 2, 
mi slim E = 4 
E a 


lim 

+ 
Temos 

3 3 
lim =lim= =1 
et gm 
e 
lim a =0 
my 


Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 


4 2,2 3 
h) tim? +3x y" +2yx 


0 2 212 
o Ar) 


Temos: 
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4 


tim > *+3x)yº +2yxº cp E 
oO (74x)? 350 (y?) 
e 

4 4 4 4 
lim? t 43x7 yo + 2yx? “Tim? a in e 
= O try = (2x°) x>0 4x" 2 


Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 


2; 
D A 

E 1 (x= D +y’ 

Temos 
(x-1)? y E 

4 gs 4 
= (x-1) +y E (x—1) 
e 


C E qa AGE GD T Os 


1 AR Ra É $ 
o (x-D'+y E Aax-D +! Ma! 2 


y=)? 
Como os resultados são PON o limite dado não existe. 


14. Verificar se os seguintes limites existem: 


a) lim 


150 x + 
750 y 


O limite não existe. Para mostrar basta aplicar a Proposição 3.2.3. 
Temos: 


. . 0 
lim =lim-=0 
50 0 
a x+y sya 


e 
. 2x 
lim =lim— =1. 
x—>0 X+HX x>50 Em 
y=x y=x 


Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 


a 
b) lim 


E 2x" + 29º 
Este limite existe e é igual a zero. Usando a definição temos: 
2 
Dado € >0 existe ó >0 tal que o z| <€ sempre que O< x+y <ó: 
+2y 

Temos que 

2 2 

Sa Ea x|y] 
2x +2% Ux +y) 


Como x° < x? + y? e|y|<x” + y? temos 


117 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, 
integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94. 


siy +) +y? 


2x? +2y | Ux? +y’) 
Assim, se tomamos ó = 2€ temos 


~; =z <€ sempre que 0< Jx +y <ó. 
2x +2y 


O que mostra a existência do limite, sendo igual a zero. 


o) lim. 


E 2 
En» 
O limite não existe. Para mostrar basta aplicar a Proposição 3.2.3. 
Temos: 
lim" =lim—=0 

O O 
EA A 
e 

2 

: : 1 
lim a 5 = lim =lim =] 
x>0 x +) 150 x +X 150 x+1 
y=x =x 


Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 


die 
150 2x — y 
y>0 


O limite não existe. Para mostrar basta aplicar a Proposição 3.2.3. 


Temos: 
ia = 1 
x>50 2x 2 
y=0 

e 

lim =5 
Ta 


e) lim 
0 
T EEN 


Vamos mostrar que este limite existe e é igual a zero. 
3 3 
' X= 
Dado € >0 existe ó >Q tal que ERR <£ sempre que O< x +y <ô. 


sieo ie 
x +y| y? 


Temos que 


3 
XxX — 


RE 
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2, 2, 
ex ol+y [o] 
ye 
Como x? <x? +y? e y? <x’ + y”temos 


xX- y? < tyll yy] 
Ly py” di 
şx|+|y]. 


Como| x|< 4x +y? ely|xyx”+»y” temos 
3 3 
X =) [2 2 
x +) 
Assim, se tomamos ó = € /2 temos 


3 3 
x — à us é sa 
eee <e sempre que 0< 4x? + y? <ô, o que mostra a existência do limite, sendo 


x +y 
igual a zero. 


15. Verificar a existência dos limites das seguintes funções quando (x, y) tende ao 
ponto indicado: 


9)  fwy)- y ; P(0, 0) 


lim f(x, y) zinom. =0 
x>0 x>0 y 


y>0 y>0 


das sempre que 0< x" +y? <ô. 


Dado € >0 existe ó >0 tal que |xsen— 
y 
Temos que 
xsen—| =| x | |sen ~. 
y 
l 1 
Como | x|< 4 x° +y° e |sen+|<1 temos que |xsen—|< x +)”. 
y 


1 
xsen—|<ó . Portanto basta fazer ó = € para que 


Sempre que 0<,/x” + y? < 8 temos 


1 2 2 “4. A . e. 
xsen—|<& sempre que 0< 4/x° + y^ <ô, o que mostra a existência do limite, sendo 


igual a zero. 


df) - ea PO, 1) 


Neste caso o limite não existe. Vamos mostrar usando a proposição 3.2.3. 
Temos: 
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2 2 4 
š m OL OD L, 
aR +? 2 2 
2 2 
: x LO 0 Dog 


ado: o ie da Andi Ja y) no ponto P(0,1) não existe. 


c) fx, =": PO, 0) 
Eye 


lim f(x,y) = 
EN E JEE F y’ 


Dado € >0 existe ô >Q tal que o <€ sempre que 0< ty <S. 
Temos que 
3w |_3lxlyl 
Como |x|< 4x? +y? e| yk yx? +y?’ temos que 
3xy NEY y 


Sempre que 0< x” + y? <8 temos E a Portanto, basta fazer 


ô = € /3 para que 


3xy 2 2 
—— < € sempre que O<./x + y^ <ó, o que mostra a existência do limite, 


sendo igual a zero. 


d) Fa, ap ER ; P(0,0) 


Neste caso o limite não existe. Vamos mostrar usando a proposição 3.2.3. 
Temos: 


x + x? x + x” 
e lm>>—=lim a = lim(xí +1) =1. 
x +y r xX x50 
6 2 6 2 
XxX +x XxX +x ON o 1 
e lim 5 — =li — =lim =x +> |=—. 
X +) x>0 2x x50 o; J: 
y=x 
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Portanto o limite da função f(x,y) no ponto P(0,0) não existe. 


xX +y? 
y? 


e) fœ, y) = r ; P(O, 0) 


Neste caso o limite não existe. Vamos mostrar usando a proposição 3.2.3. 
Temos: 


e lim 


y>0 xX y? y>0 y 


Portanto o limite da função f(x,y) no ponto P(0,0) não existe. 


16. Provar a propriedade (b) da proposição 3.3.2. 
Temos a propriedade: 
Se lim f(x,y) existe, e c é um número real qualquer, então: 


> 


lim c.f (x,y) = c.lim f(x,y). 
y> 15% 


Seja lim f(x,y) =L; c é um número real qualquer. Queremos provar que 
XSX, 
35% 

lim c.f(x,y) = cl. 

XX 

Yo 

Se c=0 étrivial. Supor c 0. 

Dado £>0 arbitrário, devemos provar que existe 5>0 tal que 


|cf(x,y)—cL|< e sempre que 0< (x O- y) <ô. 


Temos que (f(x, y)-cL|4 chf(xy-L|. 
Temos também, por hipótese, que dado £>0 existe é >0 tal que 


| f(x, y)—L|<e sempre que 0< l- x0)? +O- yo)? <ô. 
Basta fazer ô = € / | c | para que 


| cf (x, y)— cL | <£ sempre que 0< Ja -x%) +Y- Yy) <ô. o que mostra a existência a 
propriedade dada. 


17. Usando as propriedades, calcular os limites seguintes: 


a) nie EAE E E 
a y mk 
a o 2 2-1-2 1 

b) lim > Es = , 
32x +y 4+1 5 
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d) 


18. 
a) 


19. 
a) 


7 x—1 -1 
lim [=> = =1. 
Pad E +xy—1 0+0-1 


lima? +1-J9)=1-0=1. 
y>0 


x +y- xy+7_0+1-0+7 —4 
150 x +y -7 0+1-7 3` 


Calcular os seguintes limites de funções compostas: 
limin? +y” +10 =ln(1+1+10)=1n12. 


y>l 


= sen(x+y) sen(r+7/2) sen(37/2) —1 


li 
a 
2 2 
o ue dd [EE | -moora 
13A ups yil 4-2+1 


Calcular os seguintes limites usando a proposição 3.3.6: 
+ 
lim É 


x>0 + 
y>0 a y 


Pela proposição 3.3.6, podemos afirmar que: 


+ f 
PEE E = 
x>0 x +y x>0 xX +y 


De fato, temos que: 
lim f(x, y) = lim yx+ y =0 


y>0 y>0 


122 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.: FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis 
integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94. 


e g(x,y)= = é uma função limitada , pois podemos escrever que 


dx +) da +y 
a a a 


+) =p" +y x 
ao x +y 


y—>0* 
Pela proposição 3.3.6, podemos afirmar que: 
2 3 3 
pe di é Aeee 
tim 19 o E E Do Pie ( 2 2 =0 
x>0* x +y x>0" x +y 
y>0* y=>0* 


De fato, temos que: 


e lim f(x,y)= lim y’ =0 
x—>0* x50" 


y>0* y>0* 
+70), 
e g(x,y)=——s——— é uma função limitada , pois podemos escrever que 
x +y 
@+y-w)|_k+y-»l| 
x +y x +y 
-klti 
ny 
x 
| Eoy Bizy Lol. 
x +y xX +y xX +y 
<l+1+1 


<1 é feita usando a transformação para 


Observa-se que a visualização de — 
x +y 


2 Osend 
[ES + 2 E 


coordenadas polares, ou seja, ——— 
XxX +) r 


2 
o XV) 
lim-—==>= = lim x4 y 
x>50 |x? je y? E aF + y’ 
De fato, temos que: 
lim f(x, y) =lim xy y =0 


y>0 y>0 
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X 3 anão : 
e g(x,y)= -== é uma função limitada , pois podemos escrever que 
x +y 


|x| PELA +y? 
e +y’ H +y 


X 


JL +y? 


20. Calcular os seguintes limites envolvendo indeterminações: 
2 2 
a) tim? 3x” —4xy+12x+4y 12_ 
x>2 xy—3x-2y+6 


y>3 


i y(x? —-4x+4)-Kx” —4x+4) 
ra x(y -3)-2(y -3) 


-lim ODE -4x+4) im 9C? m(x-2)=0. 
SED ADO X 


3 


bd) mic 29= 042 6 (a-DO-D 4 G+D 1 
ctg xxyy -4y E DaD AND 2 


o imt AD „r3 - Va JVx+3 +43). 
o Wtx E: (+ 0)Vx+3 +43) 
1 1 v3 
= lim = j 
“o (p+DWx+3+03) 23 6 


y>0 


Fazendo a troca de variáveis temos: 
xy =t e Para x>1; y>1, temos xy —>1 ou tf >1; t—>l1. 


Assim, 
e ES im Lo qm! tm 2 2 
= lim =lim =>. 
foge panos 
E im ysenx mn SAX qm .y y -1-1-1 
DO xy + 2x > x(y+2) 0 x (VD) 3 3 
l+xy 1 
f) lim(l+x) * =lim(l+x)*-(1+x)'=e-l=e. 
752 o 
xy 
g) lim =lne=1 
x>0 xy 
7>0 


124 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, 


integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94. 


21. 


a) 
b) 
c) 


d) 


e) 


8) 


h) 


i) 


) 


k) 


D 


m) 


n) 


0) 


p) 


Calcular os limites seguintes: 

lim(e” -e +D=e?-e +1=1 

x>l 

y>2 

lim xx? + y? =0 

x—>0 

y>0 

lim (x° y? +2xy? + y) =—8 -8+2 = -14 
x—-l1 

552 


lim(3x°y +2xy? -2xy))=6+8-4=10 


y>2 
o xy -5x+8  —2+10+8 16 
lim — 3 = = 
are} +4xy 4+1-8 3 
2 2 0 
li Taa E 
E EY 1 
AE — 1 
lim% X pn O i Es 
ado dE dO) 22 


— 1 
a tel ss a 
7) | 2xy+4 8 


f 1 Paps 
lim xsen— =0, usando a proposição 3.3.6 
(x, y)>(0, 0) y 


3 
lim 5 
(50,0) x? + y 


+ =0, usando a proposição 3.3.6 


3 

lim cos - z | =cos 0 = 1, aplicando inicialmente a proposição 3.3.6. 
(x, y)>0, 0) xXx +) 

3 2 Dim ad o 
ROO ata AURA ai CBR 
li xy? -0 ai 
im —— = O,usando a proposição 3.3.6 
02 ty 
tm E 2% xt 42x] 2x) 2x4; 
o (LD +2) 
. O+ -x =x+4D o xxl) 3x -2x1 -2 
tim O Ea x tim E x E ) tim x = Tim É 
= (x-1) (y+2) xo (x-1) x>! 2(x-l1) xo 
lim(xy — y)sen l Ta : N usando a proposição 3.3.6 
x> X— y— 
y>l 

3 2 2 
Di x (x-y) 
Dep 5 
X y Ss ya y) 
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22. Verificar se as funções dadas são contínuas nos pontos indicados: 


1 
xsen—,y#0 


a) fwy)= y , P(0,0) 
0, y=0 


lim f (x, y) = lim xsen E 0=f(0,0) = f(x,y) é contínua no ponto P(0, 0). 
x x y 


y>0 y>0 


b) f(x, y)= x-y , P(1,1) 
q y),x=+ty 


Quando x + +y temos: 


l lim. Xay at LD. 
Ad y)= TE? fD 
Quando x= y, temos: 


lim f(x, vim (x+ )=5=[0) 


y i pe 


Portanto, a Kane é contínua no ponto P(1,1). 


x? —3xy +2 
) fæ y=, (1,2) 
2xy“ —1 
3 L 3xy? +2 9 
lim f(x, y) = lim =>> = f(,2). 
2xy“ —1 7 


y>2 


Portanto, a função é contínua no ponto P(1, 2). 


SUE SE y + 2y 
» (x, 0,0 
a gens ea ON 
0, (x, y) = (0, 0) 


O limite lim f (x, y) = lim ss 


não existe, pois 
x>0 
a >0 (x? +y 7 


lim f(x, W=lim 5-0 e lim f(x, y) = imo 


= . 
F = x PEN 4x“ 2 


Portanto, a função dada não é contínua no ponto P(0, 0). 


3x- 2y,(x, y) (0,0) 
l, (x,y) = (0,0) 


e) f(x, »-d , P(0,0) 
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lim f(x, y)= lim(3x —2y)=0 f(0,0). Portanto, a função dada não é contínua no 
750 7>0 


ponto P(0, 0). 


2 2 
AEN, 


Ð fy y 
0, (x, y)= (0, 0) 
Bo y? 
z não existe, pois 


(x y) + (0, 0) , P(0,0) 


O limite lim f (x, y) = lim ž 


0 
y>0 pise x + 
x’ = y? 
0 150 x y>0 x—>0 
y=0 y=0 x=0 y=x 


Portanto, a função dada não é contínua no ponto P(0, 0). 


y? +2x 
g) f(x, y)=4 y? -2x 
0, (x y)=(0,0) 


, (x, y)=# (0,0) P(o, 0) 


2 
Sa E . +2x f ! 
O limite lim f(x, y) = lim é 3 não existe, pois 
x—>0 x—>0 y“ — 2x 
y>0 y>0 


: . 2 f f 2 
lim f(x, y) =lim > =-1 e lim f(x, y) = lim % =1. 
x>0 x—>0 — 2x y>0 x>0 
y=0 y=0 x=0 y=x 
Portanto, a função dada não é contínua no ponto P(o, 0). 


h) f(x, y)=2xy+xy-4, PA, 2) 
lim f(x, y)= lim(2x° y+xy—4)=2= f(1,2). Portanto, a função dada é contínua no 
y>2 y>2 
ponto P(, 2). 


Observa-se que esta é uma função polinomial, que é contínua em todos os pontos do 
plano. 


. x +y -l 
D fæ y) ==, P(1,1)e o(0,0) 
x+y 


2 2 
tim É +y/-1 1 


lim f(x, y)= = 5 = f (1,1) . Portanto, a função dada é contínua no ponto 


y>l y>l 
P(1,1). 
e 
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2 2 
. O a D a A E a) pe. ; 
lim f(x, y) = lim Z não existe, portanto, a função dada não é contínua no ponto 
x>0 x>0 x+ y 
y>0 y>0 
o(0, 0). 


23. Escrever o conjunto em que a função dada é contínua: 
a) fx y)=xy-x y -ayt 


É contínua em R’. 


x—2 
(xy-2x-y+2)(y +1 


b) fwy)= 


É contínua em ((x,y)e R°|x#1, y22 e y=0]), 


c) fasu e ] 


2 2 
x =y 


É contínua em {(x,y)e R?|x>y e x#+-y}. 


d) fa, y= e 


É contínua em Rº. 


24. Calcular o valor de a para que a função dada seja contínua em (0,0): 
1 
2 2 
x + sen—>—— (x, y)=(0,0 
( y ) KFF (x, y)= (0, 0) 


a, (x, y)=(0, 0) 


Para que a função dada seja contínua em (0,0) devemos ter: 


a) f(x, y)= 


1 
lim f(x, y) =lim(x° + 3º) sen—— =0= f(0,0)=a. Assim, a=0. 
550 520 KEY 


2.2 
=, (x y)+ (0,0) 
b) f(x, y)= y’ +1-—1 
a—4, (x, y)= (0, 0) 
Para que a função dada seja contínua em (0,0) devemos ter: 


xy ey [y] 


lim f(x, y) = lim 5 = lim 


OAA pe Aa] 
2 ( 141) | 
imt E O 


x>0 y x>0 y>0 
750 
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Assim, a=4. 


25. —Esboçar a região de continuidade das seguintes funções: 


2 2 3 
a) mope CC. 


x -y -l 


2.2 


b) fæ, y) =h 22 


xz +2yz- x 


c) f(x,y,z) = 


z+x +y -3 


A região de continuidade desta função é acima do parabolóide que segue. 
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o + 
tdo 


£ 


E 
b HF 


DEM PM AP SAO AR 
set A Pete AL fes yi ANE 
ltda ita as GESSO a 


3 A Frite AAA AA “E 
E qr = 
cph e foto RENA ATA TR 
RIRN ai Sra r et 
MORRA RU AD AR 
-j 4 

É 


Mt rindo 

RARO ATI 
WITRE yil 

tr E + n TE arar +? 
EPA DA VAO ET do 

ATIRA ET 

a TRETA TA ES 
a 


26. Calcular jm f(x, y, z), dados: 


a) Ferdz, a = (2,1,1) 
z xº—4 
lim x +) yr =| x +y’ 2 E =| 2? +1’ ae 
(x,y,2)}>(2-1,1) "a x4 ’ z (x-2)(x+2) ’ 1°2+2 
T x y 1 
b) f(x, y,z)= e`, E „x+y+z|;ņ =|1,0,— 
lim = É x+y+z (e1, 1404F )=e12) 
(x,y,z H 105) y 2 


c) F ye)= aa To =(2,1,4) 


tim dA (25.2 0a) -(5.42]-(842) 


(x,7,2)5(2,1,4) x-y 
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27. Determinar os limites seguintes: 


1 1 
a) lim [= Jo ]- [> 2) 
(x, y)>(l, 2) 


xy 


b) lim [5 sen, Cos x, ez) = (0, 1, 1), aplicando a proposição 3.3.6 na 


a, y, a(o. l, A y 


primeira coordenada. 


xz- x x(z—1) 
c) lim [sy a y nz) lim E y> ae y nz) 


(x, y, z)—>(3, 4, 1) (x, y, DB, 4, 1) 


o 
2 


28. Analisar a continuidade das seguintes funções vetoriais: 
a) f(x, y)=Qy, x-y", 2) 
É contínua em IR°. 


[x y sen y, xz? sen 3 0 
=e , > XZ TE aak 
b) g(x, y, z)= % 


(x, y sen y, 0), z=0 


É contínua em IRº. 


c) h(x, y)=(xln y, uln x) 
É contínua em 16. y)eIR? |x, y> 0} ; 


d) p(x, y, z)=e”i+Inxzj+2k 


É contínua em (6x, y, DelRº'|xz> 0} f 


e) q(x, y, ə- z) 


E) 
X—) X 


É contínua em Tez y, DelR'|xz0ex=z y}. 


f} r(x, y, 2) i onde a = xi+ yj+zk 
a 
É contínua em IR? -{(0, 0, 0)} ' 


g) ula, y, = +y, +27, z +). 
É contínua em IRº. 
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CAPÍTULO 4 
4.5 - EXERCÍCIOS 
pás. 124 - 128 


Nos exercícios de (1) a (5) calcular as derivadas parciais de 1º ordem usando a 
definição. 


l. z=5%9 -x 


O qm LEtS y) 


OX Ax—>0 Ax 
2 2 
= jm CHAD y O A) —5xy+x 
Ax>0 Ax 
“ti 5xy +5yAx — x? —2xAx— (Ax)? —5Sxy + x? 
ge Ax 
= lim (5y — 2x — Ax) 
Ax>0 
=5y-2x 
Oz im CHAD SO) 
0y Ay=>0 Ax 
2 2 
= Tim 220 +49) x —5xy+x 
Ay=50 Ay 
2 2 
= tim 20 + 5x4y x —5xy +x 
Ay>0 Ay 
=5x 


2. f(x, y)=x° +y 0 


F im LtD) Sy) 
OX Ax—>0 Ax 
2 2 2 2 
= lim + SO +7/-10-xº -yº +10 
Ax—>0 Ax 
ai x? +2xAx + (Ax)? + y? —10- x° — y? +10 
Eo Ax 
= lim (2x + Ax) = 2x 


Ax>0 


F im CHAD FC) 


0y Ay>0 Ay 
-lim X+0+4y) -10-xº—y? +10 
Ay=50 Ay 
2 2 42 o 
= lim? +2yAy+ (Ay) — y^ +10-10 
Ay>0 Ay 
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= lim (2y + Ay) =2y 


3. z=2x+5y-3 
oz im (x+ Ax)+5y—-3-2x-5y+3 


= lļi 
OX Ax—>0 Ax 
2x+24Ax-—2x 
= lim = 
Ax—>0 Ax 
= 
az lim 2x+5(y+Ay)-3-2x-5y+3 
0y Ay>0 Ay 
-lim 5y+5Ay-—-5y -5 
Ay=>0 Ay 


4. 2= 4x 
oz tim Jat A)y -4w 


OX Ax—>0 Ax 
Ages Ax 
xy + yAx = xy 


= ļi 

O AÇ fy + yA + 
ER 

2 


de qm VOTA) -VW 


0y Ay>0 Ay 
+xAy — 
zin = ES SO. 
150 AY( xy + XAY + 4/27 
X 


a 


5. fy) =x y+3y? 


f lim (x+Ax) y+3y” -x° y-3y? 
Ox A0 Ax 
“tim x y+2xAxy (Ax) y+3yº -xy —-3y? 
A0 Ax 
= lim 2% + Aw) 
=2xy. 
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F pm +) +30 +49] -xly—3y 


0y Ay=50 Ay 
“tim x y+xAy+3yº +3-2yAy +3(4y)? -xy —3y? 
Ay=50 Ay 


` lim (x +6y +34y) 


=x" +6y 


1! ł 


6. Usando a definição 4.1.1 mostrar que f(x,y) = xy? tem derivadas parciais na 


origem, valendo To ,0=0e à (0,0)=0. 
x 


ôy 
OX Ax—>0 Ax 
1 1 1 1 
Ax5 -03 -05 -03 
= lim 
Ax—>0 Ax 
O Ps 
Ax>0 AX 
F 0.0- tim L0:0+40-10,0) 
Ay>0 Ay 
1 L do i 
5 3 05.03 
-p COA -00 o 
Ay>0 Ay 


of of 


7. Usando a definição, determinar, se existirem Rd e i sendo 
x 


1 
xy sen—,x*0 
x 


Ax 


f(x, y)= 
0, x=0 
Ax? pas — 0 So A 
Capa CO O A Ax lim ax 
OX Ax—>0 Ax Ax>0 Ax Ax50 
ea 
Ax>0 Ax 
O O o a NE RS FR N 
Oy AN> Ay A> Ay 
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Nos exercícios de 8 a 27 calcular as derivadas parciais de 1º ordem. 


8. f(x,y)= e 


o e 
H dê o) 

Ox cá 
Pçs 2 
Oy 


9. f(x,y) =xcos(y — x) 
of 


— = —x.sen(y — x). (—1) + cos(y — x) 
Ox 


= xsen(y — x) + cos( y — x) 


of 


= —xsen((y — x) 


10. f(x,y) =y +y +x y 
of 


Z =y +y+2xy 
Ox 
Go E 
Oy 


11. f(x,y) =" Ino +?) 


2 


fa 2x _ 2 
Ox NE Hy? 
ð 2 
Z= Fo a +In(x? + y?).2y 
27º 2 2 

ago Cie +y’) 
12. z= 4a -x —y? 
MTE e 
ox 2 T 
ôz 1l 2 2 2 + = 
—=—(a -x° —y) ?.(—2y)= 
ðy 2 Va -x° - y? 
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1 
és = Dg +y?) 2(20)= 


X 
Ox 2 [x +y 


pp 
XxX +) 
oz (x? + y?).2x- (x° = 
ox (xy 
20 +27" 2x) +2xyº 
o (Ra. 
do 
dz _ (x? + y?y) - (É (27) 
0y CESP 
= 2xºy-2yº -2yxº +27” 
o WT 
o —4xy 
E: 


15. g(x, y) = arc tg 2 
x 


=I. =D 
g = x? 2 x? EPRA 
Ox pace xL+y xy’ 
2 2 
x x 
1 1 
Og sigo RS ii pm cone CM 
ĝy y’ x? $ y’ x? EE y’ 
Lp > 
xX x 
16. z = (x+ ye"? 
Oz x+2y x+2y x+2y 
o = +e”? lse"? (x+y+!1) 
x 
Oz x+2y x+y x+2y 
an Z+e =e"? (2x+2y+1) 
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XxX) 
as x +2y? 
oz (x2 +2y°).2xy -x y.2x o 2x'y +4xy? —2x!y 2 4xy? 
ox CAR CO a aa 
oz (x? +2y?).x? =x y.4y o xt +2x y? 4x yr a à -2x y? 
ð P P q + 


Ro A 
18. z=e" 0 


z =e% 2x 
Ox 
a = Ends 2y 
Oy 


19. z=2xy+sen” xy 

ô 

=2y+2senxy.cos xy. y = 2y(1+ senxy cos xy) 
x 


ð 
a = 2x + 2senxy.cos xy.x = 2x(1+ senxy cos xy) 


20. z =ln(x+ y)—5x 


Gg. l 
ôx x+y 
ôz l 
dy x+y 


a E E 

ôx 2 x +y’ -1 
1 

a E E A 

0y 2 x +y’ -1 


22. z= Jy -x 


oz 1 z y 

E 09) y-y=—=- 
OD 
oz 1 -= x 

= =- (x.y) ?.x- x= — -xX 
a 2x» 
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23. f(w,t)= wri 


UR 
Ow 

F pad 
ot ft 


CARE E. 
ou uv u 
rodo IR ag 
ou uv v 


Oz 5 
o 
Ox Ro 
ca 
Õy 


26. z= +y -Q +y?) 


1 
A E n= r 
— =- (x + y^) 2.2x-2x= 2x 
e Toy 
XI y 
2y Ly? 


27. Z Dgn (x? +?) 
ô 2 , 
ag 2x+(x?° + y°.e” 2x 
Ox 

=2xe" +2xe (x? +y)=2xe" dr x +y?) 


T , 
leny .2y = 2ye” 
Oy 


Ay 
se (x, y) + (0,0 
28. Seja f(x, y)=3 x? +y’ (x, y) # (0,0) 


0 se(x, y) = (0,0) 


138 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 124 - 128. 


f of 


Calcular — e —. 
ôx Oy 


Para (x, y) # (0,0) 
f +y yzy yty? 2y y?y 


Ox a tyy tyy RCE 
of Gê +yDa-ayZy xt ray? 2a? a Lay? 
0y tyy ayy tyy 


Para (x, y) = (0,0) 


F (0,0) = tim 104400) -S00 
OX Ax>0 Ax 
Ax.0 
= (Sm = =0 
F 0,0) = tim 100440) f00) o 
0y Ay>50 Ay 
y? =") 
of Jara > X% y) * (0,0 
ua GEE) (x, y) # (0,0) 
0 , (x, y) = (0,0) 
E 


0 » (x, y) = (0,0). 


5xy” 
„y)# (0,0 
29. Seja f(x, y)=1 x +y? se (x,y) (0,0) 


O se(x,y)=(0,0) 


Calcular fa,d-Ža, +a, 9-2 
x 


ae ae Vo; 


of (x + y’ )5y —5xy' 2x 


ôx Es $ ») 
dose Sesi, _12 
OX Ax—>0 5 5 
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of (x? +y).10xy -5xy?.2y 


ôy QU + 9)? 
& q 2) 0 S1012-51422 4 
= 25 5 
5Ax0 | 
a 2 

onde OO Aa 
OX Ax>0 Ax Ax>0 Ax 

5.1.4 20 

je CSS A 

Pera l+4 5 
EE E E O E 

Ox 0y Ox SLI 5 
30. Verificar se a função z = x° y’ satisfaz a equação DOE 0, para 

xây 3y@&x 
x+#0ey#0. 

Peti 
Oy 
de cap k 
Ox 
1 3 Dro A 
—2x y-— 3x y =0 
x 3 
2x’ y—-2x y =0 

eo a OR OR 
31. Verificar se z = sen(x + y) satisfaz a equação nai 

x 


se =cos(x+ y) 
Ox 


Oz 

— = cos(x + y) 

Oy 

cos(x, y) — cos(x, y) = O 


32. Uma placa de aço plana tem a forma de um círculo de raio a, como mostra a 
figura 4.19. A temperatura num ponto qualquer da chapa é proporcional ao 
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quadrado da distância desse ponto ao centro da chapa, com uma constante de 
proporcionalidade K>0. 


Figura 4.19 


(a) Se uma partícula localizada no ponto [5 ; o) se desloca para a direita sobre o 


eixo dos x, sofrerá aumento ou diminuição de temperatura? 
(b) Qual a taxa de variação da temperatura em relação a variável y, no ponto 


Temos que 


d=4x° +y 


T(x, y) = K| x? + y’ 


Assim para o item (a) temos: 


o”. 
Ox 
TE op ERa 

ox \2 2 

Como Ķ>0, a partícula sofrerá aumento de temperatura. 


2Kx 


Para o item (b) temos: 
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33. A função T(x, y) =60-2x” —3y° representa a temperatura em qualquer ponto 
de uma chapa. Encontrar a razão de variação da temperatura em relação à 
distância percorrida ao longo da placa na direção dos eixos positivos de x e de y, 
no ponto (1, 2). 

Considerar a temperatura medida em graus e a distância em cm. 


T(x,y))=60-2xº —3y? 


L =—4x 
Ox 
Õy 


ua , 2) = —4.1 = —4 graus/cm. 
Ox 


e , 2) = —6.2 = -12 graus/cm. 
y 


34. Encontrar a inclinação da reta tangente à curva resultante da intersecção de 
z= f(x,y) como plano x= x no ponto P(x,, Yo» Zo)- 


a) z=5x-2y; P3,-1,17) 
Em 


—2 
0y 
Oz 
—(3,—-D=-2 
ay. ) 


b) z=; +y -1;P(1,-1,1). 


Cn E E TE 2 


p7 Ea 


Oz Ns OM 
z4 D==—=-] 


35. Seja z =3x° —-2yº —5x+2y +3. Encontrar a inclinação da reta tangente à curva 
resultante da interseção de z = f(x,y) com y = 2 no ponto (1,2,-3). 


& a 3=6i-5:1 
Ox 
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36. Dada a superfície z=xº +”, determinar a reta tangente as curvas de 
intersecção da superfície com: 

a) o plano x=2 

b) o plano y=45 : 
no ponto (2,4/5 ,3) 


Respostas: 


1 2 
a Zlaty 2y 


Oy 2 Jx +y? 


Oz Ro 
ay a 3 


Assim, temos que 
J5 
z=— y+b 
3 y 


Portanto, 


5.4 


z=% y+— 
qa 


Sa CA 
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Jx ey elo se x+y’ <l 
O 


se x +y'>1 


37. Seja f(x,y) | 


a) Esboçar o gráfico de f. 


b) Calcular, se existirem, 0,1. Ta. e 500,0) 
x 


Oy 
S (0,1= tim AD 1O,D 
Ox Ax—>0 Ax 
Ax>0 Ax 


F a ,oy= im LUA 11,0 
Ay>0 y 


of 


Para a derivada ay (0.0) podemos usar as regras de derivação. Temos, 
y 


of ERP per nie z 
Tooj-[5(x +y’ +1) a) 0 


Nos exercícios 38 a 47 calcular as derivadas parciais de 1º ordem. 


38. w=x y +yz? +xºz 


W E 


Ox 
ad =x +x? 
ôy 
ow =2xyz +x 
Oz 


39. w= Tiao +?) 


z 
ôw 1 2x 2x 
ox zx¥+y zx +y) 
ôw 1 2y 2y 


Dary Qe 

2 2 
W z m D 
Oz Z Z 
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e ty’ 
40. f(x,y,2)= E 
Of _ 2x 
ð z 
F 2y 
ðy z 
E 
& á z 


41. f(x, y, z) =2xy* 
of 


2 2y? 

Ox ; 
ETER 
Oz 


42. f(x,y, 2)=xsen yz+)y senxz 


ð 

EEE E E E 
Ox 

of 

— = X: COS YZ: Z + senxz = XZ COS yz + Sen xz 


0 
L Z x. 00S yz: y+ ycos az X = XY COS yz + xy COS xe 
z 


43. f(x, y, Z) =X yz- xz 


of 

S ED ye 
Ox PRE 
Drs 
Oy 

Ff O a 
A 


44. gm, D=NW +t +z 
1 


+ +z) 2.2w= 
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ôg Z 
à Jwtz? 


45. hlu, v, w, t) =u" +v° —In(wt) 


h oy 

ou 

M 

ðv 

hot -l 

Ow w w 
ôh_-w_ -1 

Ot wt t 

46. T(x, y, z) = < 


J +y tz 
2 7) 2 Lo 2 n5 2 
ƏT NX +y +z EDE +y +27) 2.2x 


ox x ey ra 


2 
XYZ 
Jx +y +z yz — , , ER 
x +y +z Cc yr cy +47) 


JO dy Hz? 


3 BLA, 
(a ty +72) (aty az) 


1 al 
ƏT Je +y +z? az ogro O y +z?) 2 -2y 


ôy Ly az 
Xz+ xz? 
= +. 
(+y +27)? 


oT xy? + yx? 


Oz 3 


(+y +27)? 


E 


2% = EX: 


47. J i XXa X4 X) 5 


of -E 
ax (x-2x,-3x, +x 2x) 
of 2E 


ôx, (x -2x DA +x, —x;) 
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of +3E 
Ox, E (x -2x a — x;)? 
of -E 
Ox, a (= E) 
Ff E 


de (x -2x -3x +x, x) 


48. Usando a definição, verificar que as funções dadas são diferenciáveis em R?. 
a) fœ y)=2x - y? 


A função dada possui derivadas parciais em todos os pontos (x9, Yọ) € R? que são dadas 
por 


O O 
LE E e E EA 
Ex y 


Assim, para mostrarmos que f é diferenciável em R ? resta verificar que para 
qualquer (xo, yo) €R a o limite 
ð (9 
fe) + E Gy yle- l+ E sl vol 
; Ox 0y > 
lim > > é zero. Se chamamos 
E Ve = 30-39) 
de L esse limite, temos: 


fo te lim 2x° — y? — [2x — ya +4xX [x xo] -2y [y — Yol] 
a Vea HO- yo)? 


Pry 2x + w -4x xt 4x, +2yy— 2y] 


= lim > - 
a JEn H=) 
2 lim UX — xX) Ly — Yo) 


ão 9) + — Yo)? 
2 = 2 


Do (e) DO fla HO) 


(usando a definição de limites) 


Logo, f é diferenciável em R’. 


b) f(x, y)=2xy 


A função dada possui derivadas parciais em todos os pontos (x9, Yọ) € R? que são dadas 
por 
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Õ Õ 
E cin e E (yo) =2%. 
x Êy 


é ond e 2 sas 
Assim, para mostrarmos que f é diferenciável em KR”, resta verificar que para 


qualquer (xo, yọ) € R?, o limite 


f(x,y) -Lf (xo; Yo) + F Ci yor- nlt E Combo Yol] 


é zero. Se chamamos 


a 
na E +H- yo)? 
de L esse limite, temos: 
j: = A 2xy — [2X0 Yo + 21X — Xo] + 2x[y — Yol] 
a VC 1H — y) 

22505 2V 82 2) + 2X0 Yo 

RES Ja- 1) - yo)? 
E lim a 

Do (a yo) 
= O (usando a definição de limites) 


Logo, f é diferenciável em R’. 


49. Verificar se as funções dadas são diferenciáveis na origem. 


2 2 
a) f(x, y)=yx° +y? 
Vamos primeiro verificar se existem as derivadas parciais na origem. Se existir, 
temos que 


2/3 
OX x>0 X— 0 x>0 xX x>0 x 
Como este limite não existe, segue que a função não é diferenciável na origem. 


2x 
b) fa, yp=4,x+y 
0 (x, y)=(0,0) 


» (x,y)=# (0,0) 


o Z (0,0)= tim LOtAr O LO, O 
Ax 
OAA 
-im PO im OO moças) =0 
ARN Ax Ax—>0 Ax Axs0 
F (0,0) = lim fO, 0+Ay)- f0, 0) = lim 0-0 -0 
Ay>0 Ay DRA 
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fap iras 00x 0+ É (0,01 -0]] 
Fazendo o limite L = lim á ôy temos 
a Jæ -0+ -0)? 
= 
y’ 
= lim + =() (usando a definição de limites) 


a e + E (+) e + 
of 


Assim, existem as derivadas E (0,0) e - (0,0) e L=0. Portanto a função dada é 
x 


diferenciável em (0 , 0). 


co) f(x,y)=x+) 
2 


=1 -0,0)=1 
Ox 
F e A 0)=1 
0y 0y 


Como estamos diante de uma função do tipo polinomial, que possui derivadas 
parciais contínuas em todo o plano, podemos afirmar que é diferenciável em (0,0). 


yf +3x y? +2yx? 


» (x, 0,0 
d) f(x,y)= a? +y’) (x.y) (0,0) 
0 + (x, y)= (0,0) 
E 
Yo, 0) = tim LOTA O -F00 im A 0 
Aa Ax A> Ax 
(Ay)* 
E) eba UPA a DR 
0y Ay>0 Ay Ay>0 Ay 


Como - (0,0) não existe, podemos afirmar que a função dada não é diferenciável 


na origem. 


? 0,0 
e) f(xy) =d x+y? AA 
O ,(x,y)=(0,0) 


m eei 0- (0,0) + a 
Ax AO Ax Ra, ( A 


Lo, 0) = 
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Como a (O, 0) não existe, podemos afirmar que a função dada não é diferencial na 
x 


origem. 


50. Identifique a região onde as funções dadas são diferenciáveis. 


a) f(x, y)=x y +y? 
U agyi e CE pe 
Ox Oy 


para qualquer (x, y). Como as derivadas parciais são contínuas, f(x,y) é 


diferenciávelem Rº 


b) z= e” 
Cam y? E? -2xy 
Ox 0y 
. . . . ~ Ed 2 EA 
para quaisquer (x, y). Como as derivadas parciais são contínuas, z = e” é 


diferenciávelem R°. 


2 


o) z=- 
XxX +) 
êz AE o e a y z yt- x?y? 
Ox tyy yy ayy à 
O (x° +y’) 2xy -xy -2y 2x y+2xy? Day" 2x°y 
0y CE) (cos SE y’ 


As derivadas não estão definidas em (0,0) => z = f(x,y) não é diferenciável em 
(0, 0). Como nos demais pontos as derivadas parciais são contínuas, segue que a 
função da é diferenciávelem R?’ — (co : 0)}. 


d) f(x, y) = ny) 


f y_ 1 
ôx wy x 
of x 1 
Oy W Yy 


As derivadas estão definidas e são contínuas em todos os pontos do domínio da 
função. Portanto, a função dada é diferenciável nos pontos do 1° e 3° quadrantes, 
excluindo os eixos coordenados. 
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e) z=sen sá 
x +? 
1 
Əz 255 VE 2y-20 08 +) ?.2x 
— = cos : E 
ôx +? (+) 
of 
Analogamente encontra-se a 
y 


As derivadas estão definidas e são contínuas em todos os pontos do domínio da 
função. Portanto, a função dada é diferenciávelem R? — {(0 , 0)}. 


H faye” 


o =e% 2x 

Ox 

Te e (29) 
Oy 


Assim, a função dada é diferenciável em Rº. 


g) fœ y) =? + y’ )sen? +y’) 


L = (x° + y’ )cos(x? + y?) -2x+ sen(x? + y?)2x 
xX 

of 2 2 2 2: 2 7) 
me + y“ )cos(x" + y').2y+ sen(x + y)-2y 


Assim, a função dada é diferenciável em Rº. 


h) f(wx,y)=arctg 2xy 
fo 2y Of 2x 
Ox 1+4x y? j ôy 1+4x)y? 
As derivadas parciais são contínuas em todo Rº. Assim, a função dada é 


diferenciávelem R°. 


Temos juma função racional que é diferenciável em todos os pontos do seu 
domínio. Portanto, a função dada é diferenciável em Kx, yyeR? xZ o}. 


D ! 
ZE Hã 
e" qd 
Temos uma função racional que é diferenciável em todos os pontos do seu 
domínio. Portanto, a função dada é diferenciável em R? — (1,1). 
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Jx? +y +1 sex? +y <l 


kb fa, y)= Dina 
0 sex +y 21 
Nos pontos da circunferência x” + y? =1, a função não é contínua, não sendo 
diferenciável. Nos demais pontos as derivadas parciais existem e são contínuas. 
Assim, temos que alfunção dada é diferenciável em R? — Kx, yeR|xL +y = 1} 


at. 
D: FOS TFE e DD) 


0 ,0,7)=(0,0) 


Em todos os pontos (x, y) (0,0) as derivadas parciais de f existem e são contínuas. 
Portanto, fé diferenciável nestes pontos. Vejamos o que ocorre na origem. 


Usando a definição temos que Lo ,0=0 e Zo ,0)=0. 
xX 


Além disso, 


fæ D-O) + É OOx-01+ 0,090] 
L=lim E Oy =0 


a (01-07 


Portanto a função dada é diferenciável em R°. 


2x+y-3,se x=1 ou y=1 


51. Dada a função f(x,y)= 
3 se x+l1 e pal 


a) Calcular Ta. 
Ox 


of 
b) Calcular — (1,1). 
AE ) 


c) fé diferenciável em (1,1)? 


Usando a definição, temos que: 
YF a,n=2 e anal. 
Ox Oy 
No entanto a função dada não é contínua no ponto (1,1) . De fato, 


lim f(x,9)=lim(2x+1-3)=0= f (1,1) 


y=1 y=1 
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mas lim f (x, y)= lim3 =3# f(1,1) 
y=x y=x 
Portanto, a função não é diferenciável em (1,1). 
52. Determinar, se existir, o plano tangente ao gráfico das funções dadas, nos pontos 


indicados. 
a) fœ y)=41-x -y ; P(0,0,1) e "E - 2] 
Temos: 
fl DA sas -x 
=—(1 2. (—2x)= 
Ro pas 
e A 
dy J- -y 
of x 
—(0,0)=0 e —(0,0)=0 
Oy Oy 


Plano tangente no ponto P (0,0,1) é dado por: 
hay) = [Ooo 4 aya) - Go DO Yo 
z—1 ei RO 


z-1=0 
z=1 
Para o ponto P, E 1 42 . temos: 
2: 2 2 
1 
AEA a 
NDD 2 


do A 
V2x+/2y+22=2N2 


bd fœy)=w ; R(0,0,0) e BQ,1,1) 
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Para o ponto P (0,0,0) temos: 


Ox 0y 
S(0,0)=0 F (0,0)-0 
Ox 0y 
Equação do plano: 
z-0=0(x-0)+0(y —0) 

z=0 


Para o ponto P,(1,1,1) temos: 


Tarei F a, D=1 
Ox 0y 
Equação do Plano: 
z=-l=(x-D+(y-1) 

x+y-z=1 


c) z=\(œx-1? +0 -1)? > PQ,1,0) P,,2,1) 
Para o ponto P, (1,2,1) temos: 


C E EE ETTE 
<s D +o- -2-9 
Oz y-1 


à Jæ-D +0- 


of of 1 
TA ,2)=0 2y , 2) 1 


Equação do plano no ponto P (1,2,1): 
z—1=0(x—x9)+1(y— yo) 


z-l=y-2 
z=y-1 
pai 


2 À TENET . . Oz 
Não existe plano tangente em A(1,1,0), pois não existem as derivadas Ea e 


x 
dz em (1,1). 
y 


d) z=2x -3yº ; P(0,0,0) B(1,1,-1) 
Para o ponto P(0,0,0) temos: 
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ge 4x E 
Ox 0y 
F0,0)- Fo = 
po gya 0 


Equação do Plano: 
z-0=0(x—x,9)+0(y— yo) 
z=0 


Para o ponto P,(1,1,—1) temos: 
Ta m=4 ARE 
Ox 0y 


Equação do Plano: 
z+l=4&x-1)+ (6) =) 
z+l=4x-4-6y+6 


z=4x-6y+1 
4x—-6y-z=-1 
e) fed : a E Pe P(0,1,1) 
Jo +y? > 1 k “ao 2 kd > 
Para o ponto P (1,1 ) temos: 


2 
1 - += 
RS 2 2 2. 
o na +y)2-2x Nó + 


Ox X + ad A E +y NW +” 


Oz E -y 
Oy (AO +y 
£ of. -1 
1)= 1, —= 

Fe EA 

aa do e 
1 1 
1 1 

222 +x+y=4 


Para o ponto P,(0,1,1) temos: 


F(o,n=0 É o, D= 
Ox 0y 
Equação do Plano: 
z-1=0(x-0)-I(y—1) 
y+z=2 
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porsa o BOATO) PUO) 
Para o ponto P( ,1, fA, 1)) temos: 
Õ 


x+ 
e 


E qndo 
Ox 

Cn pende? 

y 

Equação do Plano: 

z-e =2e(x-1)+e(y-1) 
2e’x+ey-z=2e° 


Para o ponto P,(1 ,0, fA, 0)) temos: 


o > 
Ox 

r (1,0)=e 

Oy 

Equação do Plano: 


z-e=2e(x-D+(y-—0) 
Zex+tey-z=e 


53. Determinar o vetor gradiente das funções dadas nos pontos indicados: 
a) EE +y" > P(,1) 
1 pal 1 L 
vezie 2.9x+ Pty xs?) 2) 


Vz(L,1)= E 2) 


b) z=x°y+3xy +y", P(0,3) 
Vz =(2xy+3y, x’ +3x+2y) 
Vz(0,3) =(9,6) 
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c) z=sen(3x+ y), P(O, o 


Vz = (3cos(3x + y) , cos(3x + y)) 
Vz pu = 3.cos Č , cos Z =(0,0) 
2 2 2 


d) z=4Į4- x -y , P(0,0) 


ves a 29,24 x Aa] 


Vz(0,0)=(0,0) 


e) z=x +y -3 ; P (0,0) 
Vz =(2x,2y) 
Vz(0,0)=(0,0). 


Ð z=xy-sen(x+ y) (2.0) 


Vz = (y — cos(x + y), x— cos(x + y)) 
EES 
2 2 


g) fU,v, w) =u? +y? -w° +uvw : P(0,1,0) 
Vf =(2u+vw, 2v+uw,—2w=+uv) 
VF(0,1,0)=(0,2,0). 


h) z=(º+y)sen(x” +y?) ,  P(0,0) 
Vz= (Ca +y’) cos(x? + y?)-2x+ sen +y’) -2x, (xX +y’) cos(x? + y?)-2y+ sen(o +y’). 23) 
Vz(0,0) = (0,0). 


i) f(x,t)=(x+2t),ln(x+2t) P(e, 1) 
+In(x + 21), (x +21): 


Vf = +21): 
f [a ad x+2t 


Vf(e,D=(I+In(e+2),2+2In(e+2)). 


+In(x + 21) 2] 


D OS XX — XX +X A P(2,2,1,3) 
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VE =(%4-%, 4,7x4,1) 
VfQ,2,1,3)=0,2,-2,1) 


54. Determinar o vetor gradiente das seguintes funções: 


3 
x 
a) z=— 


2 3 
v|, =) 
y y 


b) z=] x +y’? 


1 1 
vezzi In 2684) 2y] 
D 2x 2y 
Vo +y dety 


c) w=2x'y'z 
Vz = (4xy°z ,10x° yz, 2x3) 


d) z=cos(xy)+4 
Vz= (- sen(xy)- y , — sen(xy)- x) 
= (- ysen(xy), — xsen(xy)) 


e) f(u,v,w)=uvw+u’ -v? -w° 
Vf = (vw+ 2u , uw— 2v , uv— 2w) 


9 f(x,y,z) =x yz +senx 
Vf = (2xy?z? +cos x , 2x" yz’ ,2x°y’z) 


. 1 
55. Encontrar a equação da reta perpendicular à curva y = —, nos pontos P (1,1)e 
x 


n25) 
2 


Temos: 
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1 
y-—=0 
X 


v(a) 
X 
vfa, D =(1,1) 


O coeficiente angular é igual a 1. 


y=l-x+b 
1=1-1+b .b=0 
Equação da reta no ponto B(,D:y=x. 


Para P, [2 ; 3 temos: 


efe} 


O coeficiente angular é igual a 4. 


Equação da reta no ponto P, [2 : 3 i 


y=4x+b 

E ie 

2 

gui 

2 

p=1 g 1-16 -15 

2 2 2 
15 

= 4x- —. 
á 2 


56. Determinar o plano que contém os pontos (1,1,0), (2, 1 , 4) e que seja 
tangente ao gráfico de f(x, y) =x? +y’ 


Temos 
EA 
Ox 0y 


o = Yo, =2x,5(1-x,))+2y,1-%) 
4-x, —y = 2x,)(2-x))+2%(1- yo) 


-x4 = Yo, = 2x02% Boy 2y 
4- x — w = 4X —-2x% +2% =y 


159 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 


múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 124 - 128. 


=x om Op -2y +2y° =0 
4-xo — Yo — 4X Ro ns -2yo +27 =0 


y + Jor —2x9—2% =0 
X tyy 4x -2Y =—4 


X +y -2x -2y =0 
-xo — Yo +4% +2y0 =4 


e +y —2x% =2y, =0 
4+ y, -4-2y,=0 


Yo -2y =0 
Yo 72 =0 
yo =0 
Yo -2 =0 
Yo=2 


Temos os pontos: 
2,0) e (2,2) 
Equação dos planos: 


z-4=4(x-2) 

z-4=4x-8 
z=4x-8+4 
z=4x-—4 


z-8=4x-D+4(y-2) 

z—-8=4x-8+4y-8 

z—-8=4x+4y-16 
z=4x+4y-8 


57. Dada a função f(x, y) =x? +xy — y calcular 
a) df 
b) Af 
Mostrar que Af = df + R(Ax, Ay) e que l lim — R(Ax,Ay)=0. 


Ax,Ay)>(0, 0) 


fay) =x +y -y 
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a) df =(2x+ y)dx+(x-— Ddy 

b) Af = f(x+Ax, y+Ay)- f(x, y) 
=(x+Ax)’ +(x+Ax(y +Ay)- (y +Ay)- x° -+y 
= (2x + y)Ax + (x— DAy + (Ax)? + AxAy 


Assim, Af = df + R(Ax, Ay), sendo R(Ax, Ay) = (Ax)? + AxAy , com 
lim Ka»? +Axay]=0. 


Ax—>0 Ay>0 


58. Calcular df(1,1) e Af(1,1) da função f(x,y)=x+y-—xy” considerando 
Ax=0,01 ,A^y=1. Comparar os resultados obtidos. 
Temos: 
df =(1-y)Ax+(A-Zoy)Ay. 


dfA,D=0+(-D-1=-—1. 


Af = f(x+Ax, y+Ay)— f(x, y) 
=(x+Ax) + (y + Ay) = (x+ Ay + Ay) — f (x, y) 


AfA,D=(1+0,0D+A+D=(+0,0DA +” =(1+1-1) 
=1,01+2-1,01.4-1 
= 2,03. 

A diferença é relativamente grande porque Ay é grande. 


Nos exercícios de 59 a 62 calcular a diferencial das funções dadas nos pontos 
indicados. 


59. f(x, y)=elcosy ; (1.2) 


df = e* cos ydx + e* (—seny)dy 


a(i , z) =g e dx + (o 


60. z=In(x2 +y) ; P(,1 
dz = = 7 dx + Ea 2 
x +y x +y 


dy 


d(L1)=Żdr+Żdy 
=dx+dy 
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6l. w=xe”+y : P(1,2,0) 
dw =e”dx+dy+x-e” .2dz 
dw(1,2,0) = e°dx+ dy +2dz = dx + dy +2dz 


62. w=4 x° +y? +z; P(Q2,1,2) 
1 l 1 l 1 l 
dwn E E) ? 2adxt o O? +y? +z’) a (02 tal) 2 .2zdz 


2 1 2 
dw(2,1,2)=-dx+-dy=-—d 
w( ) a Da 


Nos exercícios de 63 a 69 calcular a diferencial das funções dadas: 


63. z = sen?’ (x+ y) 
dz = 2sen(x + y): cos(x + y)dx + 2sen(x + y) cos(x + y)dy 


64. z= xe" — y 
dz = (x-e*%>? +e'*Ddx+(xe"*” —1)dy 
e (x + Ddx+ (xe™™ —1)dy 


65. f(u,v,w)=u° +Inv-w? 
df ide ETT 
v 


66. f(x, y, Z) = e™ — xy 
df =(e™ - yz — y)dx + (e™ - xz — x)dy + (e™ - xy)dz 


2 2 2 
XxX +X, +X 
67. f(x x) = 102 TOS 


Xi tX, +X 
2 2 2 2 2, 2 
E qu fugi +x +X Di 0ta ta): 2% -a +x +X ) iy 
(x, +X +x,) (x +X +4) E 


2 2 2 

eta tai): 2x -0 +x, +x) 
2 
(x +x, +x) 


dx, 
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2 2 2 2 2 2 
Mi = == ROM MR Mo ep cedo ZE 2A 
= dx, + 


x 
2 J “dx, 
(x +x, +x) (x +x, +x) 


2 
X = =A FAN, 


(x +x, +x)? 


x 
2 dx, 


68. f(x, y, z) = en- 
df — E dx + e dy 2z en? dz 


69. z=arc tg } -arc tg > 
x 


A E Lo 2 
Ea y Es 2 
dz =| — -ldx +| — — |dy 
y. X y 
a ae O ko 
x x y 
-2 2 
=— > dia Ha. 
X +y X +) 


70. Determinar o erro decorrente de tomarmos a diferencial dz como uma 
aproximação do acréscimo Az, para as seguintes situações: 


a)z=x +y? ; (x, y) passando de (1 , 2) para (1 , O1 ; 2,01). 


dz = 2xdx + 2 ydy 
=2.1-0,01+2-2-0,01 
= 0,02 + 0,04 
=0,06 


Az = f,01; 2,0) - fA, 2) 
= (1,01)? + (2,01)? - (1+4) 
=0,0602 

Erro: 0,0602 — 0,06 = 0,0002 = 2-10*. 


b)z=Ę4x° +y? ; (x,y) passando de (1 , 2) para (1,01 ; 2,01). 
1 1 
dz = To +y’)? Dad (1º +) 2 .2ydy 
1 2 
= — -0,01 + —= -0,01 


5 J5 
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= 0,013416407865 


Az = 40,01? + (2,01)? — 5 
= 0,0134209 
Erro: 5x10*. 


c) z=x°y ; (x,y) passando de (2,4) para (2,1 ; 4,2). 
dz = 2xydx + x" dy 
de =2:2:4:0,1+4-0,2 
=16-0,1 +0,8 
=1,6 +0,8 = 2,4 


Az = (2,1)? -(4,2)- 4-4 
=4,41-4,2—16 
= 18,522-16 = 2,522 
Erro = 2,522 — 2,4 = 0,122 


; . TRET: Ve 
71. A energia consumida em um resistor elétrico é dada por P =— watts. Se 


V=120volts e R = 12 ohms, calcular um valor aproximado para a variação de 
energia quando V decresce de 0,001 volt e R aumenta de 0,02 ohm. 


2 
po 
R 
2 
ape Vava 4 dR 
2-120 (120)? 
=? . (0,001) — (0,02 
po Pq O) 
=-2,002 


72. Um terreno tem a forma retangular. Estima-se que seus lados medem 1200 m e 
1800m, com erro máximo de 10 metros e 15 cm respectivamente. Determinar o 
possível erro no cálculo da área do terreno. 


Temos que a área é dada por A = xy, considerando-se x e y as dimensões da 
forma retangular. 


A=xy 
dA = ydx + xdy 
dA = 1800-10+1200-15 
= 18000 + 18000 = 36000 m’ 


Observa-se que o erro máximo ocorre quando Ax e Ay têm o mesmo sinal. 
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73. Usando diferencial, obter o aumento aproximado do volume de um cilindro 
circular reto, quando o raio da base varia de 3 cm para 3,1cm e a altura varia de 
21cm até 21,5cm. 


O volume é dado por V = 7177h. 
A diferencial fica: 
dV=2xrhdr+mr'dh 
=27:3:21-0,1+7-9:0,5 
= 12,67 +4,57 


=17lmcm'. 


74. Um material está sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha cônica. 
Num dado instante o raio da base é de 12 cm e a altura é 8 cm. Usando 
diferencial, obter uma aproximação da variação do volume, se o raio da base 
varia para 12,5cm e a altura para 7,8cm. Comparar o resultado obtido com a 
variação exata do volume. 


2 
O volume é dado por V = AE ; 


A diferencial fica: 


ea a 
3 3 
av = ES 054 mx :144 (02) 
dV =22,47. 
A variação exata é dada por AV =V,-V,, sendo que V = dé As 
V, = E E, Assim, AV = 22,257. 


Para comparar, temos a diferença entre os resultados AV — dV = 0,157. 


75. Considerar o retângulo com lados a = 5 cm e b = 2 cm. Como vai variar, 
aproximadamente, a diagonal desse retângulo se o lado a aumentar 0,002cm e o lado b 
diminuir 0,1cm. 


A diagonal é dada por: 
d’ =a° +b’ 
d=vVa° +b? 


Assim, 
1 1 1 41 

dd = q +b?) ? Zada +5 (a° +b?) 2? -2bdb 
5 2 


0,002 + 
J25+4 29 


“(-0,D = -3,52811-107 
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76. Encontrar um valor aproximado para as seguintes expressões: 


a) (1,01: e5) 
SEDEP =x e” 
f(x+Ay , y+Ay)=(x+Ax ey 
Fazendo: 
x=1 
Ax = 0,01 
y=0 
Ay =0,015 
temos: 
df => Af 
Af = f(x +Ax, y+Ay)- f x,y) = df 
fQ+Ax,y+Ay) = fx, y)+af 
=(1-e°) +7xº -e”dx+ x’ -e” -Idy 
=1+7-1-1-0,01+1-1-7-0,015 
=1,175. 


b) (0,995)! + (2,001)? 
Temos: 
fy) =x +y. 
Fazendo 

x=1 

Ax = —0,005 

y=2 

Ay = 0,001 
temos: 
(0,995)* + (2,001? = f(x, y) + df 
=1f +2? +4x°dx +3y’°dy 
=1+8-4-1-0,005+3-4-0,001 
= 8,992. 


c) (399) + (4,01)? 


Temos f(x,)=Vxº +)”. 


Fazendo 
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x=4 

y=4 

Ax =—0,01 

Ay =0,01 
temos: 


(63,997 + (4,01)? = IGF + ps [4(-0,01)+40,01] 


=5,6568 
d) (399) + (4,01)? + (1,99)? 


Temos f(x,,D=VX +) +z’ 


Fazendo 
x=4 e Ax=-0,01 
y=4 e Ay=0,01 
z=2 e Az=-0,01 


temos: 
J6, 99)? +(4, 01? +(, 99)? -derede > O +y +z m 2.2xdx 


+— TG +y +z a 2 -Z2ydy +— o +y +z 2 2.22dz 


V36 + zlto +4.(0,01)+2.(-0,01)] 


=5,9966. 


e) 1,02 
Temos f(x,y)=x”. Fazendo, 
x=1 
y=3 
Ax = 0,02 
Ay = 0,001 

obtemos: 

1,02%! =P + y- Xdx+ xX In x- dy 
=1+3-1-0,02+1.ln1.0,001 
=1+ 0,06 
=1,06 


D (403º + (2,9) 
Temos que f(x,y)=x” + y? . Fazendo 


167 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 


múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 124 - 128. 


Ay = (—0,1) 

Ax = 0,03 

x=4 

y=3 
obtemos: 


X y 
(403º +2,9} =5+ dx + dy 
|x? + y’ |x? + y? 


-54+ 4.0,03+2-(-0,)) 
5 5 


= 4,964. 
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CAPÍTULO 4 
4.10 - EXERCÍCIOS 
pág. 156 - 159 


dh df dx f dy 
dt Ox dt Oy dt 


1. Verificar a regra da cadeia: para as funções: 


a) f(x 3) = In(x? +y?) 
x=2t+1 


y=4" -5 


h(t)= Inf(20+1) +(4º -5) ] =In(4º +41+1+161' -40r +25)=In(161! — 361 +4t +26) 


dh 64-44 3% -36t+2 

dt 16-36 +4t+26 St! 18" +2t+13 

of 2x dx 

o L+y dt 

fo 2y dy 

Ra E -~ =8t 

Oy xX +y dt 

dh_ 2x Sa 2y g = Setor M2r+1)+6(4 Jr _ 8t +44 64P -80t 

dio O x by Ryo 16t -36t +41+26 16t -36t +4t +26 
64 -72t +4 32° —36t +2 


“16-36 +41+26 8—18 +21+13' 


b) f(x, y)= sen(2x+5y) 
Xx=cos Í 


y=sent 


h(t) = sen[2 cos t+5sen t] 
a = cos(2cos t+ 5sen t)- [2(- sen t)+5cos t] =-2sen tlcos(2 cos t+5sen t)| 


+5cos tcos[2cos t + 5sen t]= cos(2 cos t + 5sen t[5cos t — 2sen t] 
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T oS a —sent 
Ox dt 

T a Di 
0y dt 


e = 2 cos[2 cos t+5sen t|: (- sen t)+ 5cos|2 cos t+5sen t|cos t 


= cos(2 cos t+5sen t5 cos t—2sen t] 


c) f(x, y) = xe” 
x=2t 


y=3-1 


ht) = te C Söp: ESC 
dh a(s 2 AG? 
ae [4r:2(31-1):3+(3-1) 4 he 5 


= CM + (216 -961 +81+2). 


SÉ a xe .Dy? pe ro 2 

Ox dt 

ER okdy Ba 

Oy dt 

A = (2 +) Day 3 a 20 2ye 
t 


2 


E (4:21(3r aA +2+12.48 (3 et) 


a (216 —96t? + 8t + 2). 


d) fl y)=5y +x -y 
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x=t-1 


y=t+2 


hA =5 1X D+ 1) (+ 2P = sf +28 =1-2)+ tt 28 41-17 -44-4= 
=5f +10 —5t-10+4" -2t +1- —-44-4 =" +5 +78 —9t —13. 


ui 4t? +15tº +14t —9. 
dt 


of dx 


— =5y+2x — =2% 
Ox dt 
OE Dj 
0y dt 


Z berak -12+ [sfe =1)-2(t+2)]1=(5t+10+28º -2)- 21 +65 -5-21 -4)= 


=10¢? +20t +4 -4t +5t -2t -9 = 4t +15 +144-9. 


e) f(x, y)=1n xy 
x=2t° 


y= t +2 
h(t) = In [2r ("+ 2) | =In (21º +49) 


dh 8º +8t 
dt W +47" 


Hã E dz s 
Nos exercícios 2 a 7, determinar Ea usando a regra da cadeia. 
t 


2. z= +y} x=2t, Er. 


Ta Tay 

Ox x dt 

E ad Do» 

Oy y dt 

dh 1 ao Mo MBM AStA BPE 4 +4 
E dC RS a zt = 4 2 = 4 2 na 73 

dt x y 2 t +2 2t +4t 21" + 4t 28º + 4t t +2t 


: 10. 
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E — sec? (x? + y}: 2x-2+sec?(x? + y}: 2t 


= (4x + 2t) sec?(x? + y) 
=(4-2t+2t) sec?(4r? + r) 
=10t sec?(5r?) 


3.z=xcos y, x=sent, y=t. 


d 
ae y-cost+x(— sen y)-1 
t 
=cost-cost+sent-(- sent) 
=cos"t— sent 
4.z=arctg xy, x=2t, y=%. 
dz y x 
= z7 2+ D 
dt l+x°y l+xºy 
_2:3t+3-2t 
1+4t° -9f° 
E: 
1+36r 
S.z=e(cosx+cosy), x=t, y=?. 
Zop sen x)+ (cos x+ cos yelar H[e*(— sen y)+(cos x+cos y)-0].2t = 
t 


e 
3 
=e" | sent” + cos t? cos |3 +e' (= sent?) 


3 
cos t? + cos Eae e! -2t- sent’ 


3 


= te” (-3t sen t? +3t cos t’ +3t cos t? —2sent’ ) 


— 


> X— e, y=Int. 
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dz Kr jec 


1. ZE, x=2" +], y=sent. 


d 
Z Z y.4t+ x- cost 


dt 


= = sen t- 4t + (21? +1)cos t = 4t sen t +(2 +1)cos t 
t 


8. Dada a função f(x, y)= Ea e”, com x(t) = l e y(t)= Jt , encontrar e 
y t t 


onde A(t) = f (x(t), y(t)). 
dh O dx Of dy 
dt O dt O dt 


= Ee Az X pe”. Lyt 
y É t y? 2 


t 2 
-1 n liz l m l m Eai 
= t Sy 32 Lyle! F 32 e 2 PP 
t 2 2 2 
N 
E 
Ne 2t 


9. Seja h(t)= f (e” , Cos t), onde f:Rº? — R é uma função diferenciável. 


a) Determinar h'(t) em função das derivadas parciais de f . 
b) Sabendo que F (ess l -1)= E determinar h'(7). 
x e 
Para o item a) temos: 
ne 
Ox dt Oy dt 
Considerando que: 


f=f(xyhx=e";y=cost 
temos: 
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h'(t)= Tae” HC sent) 


r(e)= Ee” , Cos 1) 2 -Ler , Cos t)-sent 


Ox 
Para o item b) temos: 
n(m)-É(e ae : -1):0= 2e" =2 


2 


10. Sejam z= f(x,y) , x=x(t) , y= y(t). Obter a derivada ce , sendo h a 
t 
função composta A(t)= f(x(t) , ye). 
dh Of dx ôf dy 
dt Ox dt Oy dt 
dh Of d'x dx| Of d of | F dy dy f dx Of dy] 
d Ox dt” dt|ôOxôx dt Oyôx dt| Oy dr” dt|əxðy dt Oy dt 


Dt (O) Did EE TE EH] 
d? @& d? @æ di ôyôx dt dt y d? @xðy dt dt o dt 

Cr Y Er A(O) FE ED F dy rD) 
d? O d? @æ\dt oxôy dt dt Oy d? y (dt) 


11. Verificar a regra da cadeia para as funções: 


a) z=u°-v? , u=x+1]1 , v=x% 
a O a O 
Ox Ou Ox Ov Ox 

=2u:1+(-2v})- y 

= 2u — 2yy 

=2(x+1)-2xy? 

=2+2x-2x*. 
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0z O Ôu O êv 
Oy Ou Oy ðv Oy 
=2u:0+(-2v):x 


=—2vx 


o 


Para verificar os resultados obtidos temos: 
z= (x+17 -xy 


ER o 
Ox 

DE = pão 

y 


b) z= fle,- y?) : flu, v)=2u+v? 


O Of du Of Ov 
Ox Ou Ox ðv Ox 
=2:e"+2v-0 


=2e” 


0z of ĉu df dv 
Oy Ou Oy Ov Oy 
=2.0+2v(-2y) 

= —4vy 
=-4(-y°)y 
=4yº 


Para verificar os resultados obtidos temos: 


DE sis X -4y 
y 


c) z=vVu +v? +5 , u=cosx , v=seny 
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de de du de dy 
ôx O O ôv Ox 


"5 +y? 5)” -2u (= sen das p Br E 


— Sen x:cos x 


cos? x+sen'y+5 


0z O Ou O Ov 
Oy Ou Oy Ov Oy 


cos y- sen y 


cos? x+sen?y+5 


Para verificar os resultados obtidos temos: 


z = Jcos? x+ sen? y+5 


rA a A 

Z =- (cos? x+sen?y+5) 2 2cos x-(-senx)=—— SÉ 

ôx 2 cos? x+ sen? y+5 
1 E 

RA a SO nr E GA 

Oy 2 Jcos? x+sen?y+5 


d) flu, v)=uv-v? +2 SRD , v=x-y+Xy 


ff u df O 
Ox Ou Ox Ov Ox 
=v-2x+(u-2v)-(1+y) 
= 2x (x-y+xy)+ (x? +y? Au y+0)X1+ y) 
= 2x? —2xy +2x° y+ h(x? +y? -2x+2y-2xy}-(1+ y) 
=2xº —2xy+2x° y +x’ +y’ —2x+2y—2xy +x’ y+ y? —2xy+2y° —2xy? 
= y? +3y° +3x? +3x?°y—2xy° —6xy -2x + 2y. 
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of Of du Of dv 

ôy ôu ôy ôv O 

=v:2y+(u-2v)-(-1+ x) 

=(x y4 xy): 2y H (x Hy’ —2x+2y 2xy)-( 14 x) 


3 


=x'-3x"-3y' +3xy’ -2x y +6xy+2x-2). 


Para verificar os resultados obtidos temos: 


flu, v)=uv-v?° +2 
= (x? +y?) (x y+w)- (x-y +w? +2 


=x? De y+ x? y+3y x- y? + xy? +2- FA y? x VE y? 


Y 3r -4y +3 y+3y +y -2x + 2y- 2y -2y 
x 
=3xº —6xy +3x y +3y? —2x+2y+ y` —2xy? 


E a-o ta +63 +3? Brody dy 
e) f(x, y)=In xy , x=2u +v, y=3u +v’. 


ff o f ôy 
ôu ôx ôu Oy Ou 


=} .4u+% -6u 
Y Y 


4u 6u 
E OR 7t 2 
Qu" +v” Ju +v 


F F ax f ay 
ôv O ôv Oy ð 


ddp bay 


4y? 2v 
CMAS z 
Qu“ +v” 3u +v 


Para verificar os resultados obtidos temos: 
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f(x, y)=In xy 

=In(2uº +v‘ Jau? +v?) 

= In(6u* +2u’v’ +3u?yv* a) 
of 24uº + 4uv? + 6uv* 
ôu Gu +2u°v +3u vt +v" 

4u 6u 
E Aa aaa 
Qu" +v° Ju +v 


of 4u°v +12u°v? + 6yº 
ôv Gu! +2u’v? +3u?v! +v" 
= 4y? di 2v 
2u? +v 3u +v’ 


ai .. CDE 0z 
Nos exercícios 12 a 16, determinar as derivadas parciais: m e —, usando a regra da 
u 


cadeia. 


12. z=4 x +y? , x=u° +1 , yai 


de de x de dy 


ôu Ox Ou Oy Ou 


= o) Pare (+) 3y0 
_ Qux 
ey 
P 2u (u? +1) 
oz Es 3y? Zan 
ðv Jey 2x +y? 3 
y?y 


J2 +y 
(ef y 
Ju! +v?’ +2u +1 
v 
Vu! +v?’ +2u +1 
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13. z= m(x? +y?) , X=COSU-COSV , Y=sSenu-cosv 


Z= n(x? + »?) 


A 2 2 2 
= In(cos u-cos v + sen'u -cos v) 


= In(cos? v) 
dE 
ou 
Oz 2cos He sen v) ——Zsenv Dj 
ðv cos“ v cos v 


14. z=xe” , x=uv , y=u-—v 


0z O bx O Oy 
Ou Ox Ou Oy Ou 


=e".vs xe" 


= vye” + xe” 
=e" (v + x) 
=e" (v+uv) 
=ve""(1+u). 


= =e"-u+xe"(-1) 


=e" (u- x) 
=e(u-uv) 


=ue'” (1-v). 


15. z=x°-y , x=u-3v , y=u+2v. 
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0z _ 0z 0x dO Oy 

Ou Ox Ou Oy Ou 
=2x1+(-23)-1 
=2x-2y 
=2(x— 3) 
=-—10v, 

oz 


a EU(-3+(-29):2 


=-6x-—4y 
=-6(u—3v)-4(u + 2v) 
=—10u +10v, 


16. z=e” , x=ucosv , y=usenv 
O O Ox O Oy 
Ou Ox Ou ôy Ou 


e" cosy xsenve 


y y? 
e” .y-cosv—x sen ve” 
y’ 
e” (y cos v— x sen v) 
2; 


y 


u cos v/u sen v ( 


e u sen v- cos v—u cos v- sen v) 


2 2 
u sen vV 


Ee =e”. : -u(- senv)+e 
ôv y y 
e™(—-y-u-senv-xucosv) 
z 2 

y 


-usenv-u-senv—ucosv-u-cosv) 


cotg “( 


u?sen?y 


17. Dada a função f(x, y)=2+* +y com x=rcos6 , y=r sen 0, encontrar 
y 


LA 
ôr 00 
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recos > 
= +r 


r sen0 


ia =2r. 
or 


— =-cossec” 0. 


ao ; . .. OZ Oz 
Nos exercícios 18 a 22 determinar as derivadas parciais — e —. 
Ox Oy 
2 
r+s 
18. z= , r=l+x , s=x+y 
S 


=> 4 5 1 
ôx s s 
e ZE =p _2rs=r° 
sS s? s? 
= 2(1 + xXx+ 3)=(1+ 2) 
(x+y) 
_ x? +2xy+2y-1 
(+y 
oz 2r -r° -r° -(1+ x7 
=—.04 -q= = 
Oy s s? s? (x+y) 


19. z=uv?+vlhu , u=2x-y , v=2x+y 


E= (21-3) (2r y) Hart s) (2-9) 
=(2x- y)(2x+ y)(2x+ y)+(2x+ y)in(2x- y) 
=(4x2 y’ )(2x+y) | (2x+y)ln(2x— y)= 


=8x +4x y-2xy -y 4 2xln(2x-y)+ yln(2x- y). 


2 2 
=24x +8 2y°+2x- +2ln(2x Hy- 
Ox AESA 2x—-y ( x) í 2x- y 


sari 42-28) 


Es 4(4%º y’) } 2In(2x y) 
-1 -1 

=4x° —4xy -3y +2x- Hy- +In(2 

0y 4 nA E yay r E Ea x) 

y 2x+y 


2x- y 


H 2(4xº y’) H In (2x y). 
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20. z=P +m? , I=cosxy , m=senxy 
oz 
g (sen xy): y+2m-cos xy: y 
x 
=-2 ysenxy+2m y COs xy 
=-2ycos xy sen xy + 2y senxy cos xy =Q. 
[9/4 
—=2l-(-sen xy): x+2m cos xy: x 
ôy 
=—2l x sen xy + 2m x COS xy 
= —2x cos xy sen xy +2x sen xy Cos xy 
=0. 
21. z=u +v? , u=x -y y=eº 
z=u +v" 
(ey) res 
0. 
~ (2 - y? )-2x+e*? -4y =4xlx - y? )+ 4ye” 
X 
0 
Z- 2(x — y- 2y)+e*” -4x= 4yh? — y? )+ 4xe*”, 
Oy 
22. z=uv+u° , u=xy , v=x +y +ln x 
2 dis 
z=uv+u" , u=xy , v=x+y'+Inxy 


E etigi taly Eat yiz 
Oy xy 


=x? +3xy? +x+x]ln xy +2xº9. 


& tayt tnay Zoro 2x4) 
Ox x 


=y +x y+2xy +yln xy +2x y+y 
=y +3xy+yln xy + y+2xy”. 
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. Seja z = f(x, y) x = rcosĝ, y = rsenô, mostrar que 


(E) (2) (E) 1 (2) 
ES | de) E =p pgs | 
Ox 0y or r° 100 


Ga BRR RR 


ôr O Or ôy ôr O ôy 
A = F (-senô) + pa 0 
00 Ox Õy 


(=) 
al 


ou 


2 2 e 
2 (2) cos? 04 2.4 RR Re senl 4 af sen’0 
Oy Ox Ox Oy ôy 


2; 2 
a reos 0-2 rsen. cos04( Z) r’ sen? 0 
Oy Ox Õy Ox 


J 


Ei 


(É) (2) coro L endusos [É] snoa E cos? 0 
x Oy 0y 


ôy) lo ôx ôy 


2 
ns a sen cos 0 + (2) sen?0. 
Ox Oy Ox 


24. Seja f : R? —>R uma função diferenciável. Mostrar que z = f (x =)» -x) 


satisfaz a equação ee + Es = 0. 
Ox Oy 


Ox 


of _ of ôu Of Ov of 12 1) 


Ou Ox ôv Ox OU O 


of _ of du Of E R NZa 


ôy OU ôy O Oy ĉu ðv 
à z Sf S Ff F 
Ox Oy Ou v Ou Ov 


=. 
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25. Dada z = fh + y?), f diferenciável, mostrar que VE = rã =0. 
X y 
Temos que z= f(u), u =x +y’. 


de Ou 

ôx Ou Ox 

dz _ Ou 

0y ou Oy 

of of 

+ Ix-x— 2y=0 
Du E “o í 


26. Supondo que z = z(x, y) é definida implicitamente por f [E , z) = 0, mostrar que 
RZ 


eN 
asa 
a fa 
oz Ox _ ðu z 


F [É ôu | df z) E RE à 1) 

O lo ovo) ou lo 

dy of of u df dv o, 
Oz Ou Oz Ov Oz Ou z Oy z 
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Ff 1 Ff 1 
ôu z ôv z 
ia of -x Of = di -x Of -y 
+A. + 
Ou z Ov z Ou z Ov z 
T 1 of 1 
- uz "Oz 
Of -x Of —y 
zt 2 
Ou z Ov z 
F_P 
_1 Ou ? y 
2 (ôu ðv 
F F 
> Ou ðv _ 
aa 
Ou coa 


27. Determinar as derivadas parciais w e w 
ðu ðv 


a) w=x° +2y° —z°,x=2uv, y =U+V,Z =U—V 


ôw Ow ôx Ow Oy Ow d 

Ou Ox Ou Oy Ou O Ou 
=2x2v+4y.1+(-22)1 
=4xw+4y-2z 
= 4.2uvv+ 4u + v)— 2(u —- v) = 8uv? + 2u + 6v 


W oyu 4y.1+(-2z)-1) 
ðv 


= 4xu +4y+2z 
= 4.2uvu + 4(u +v)+ 2(u —v) 
=8u?v+4u+4v+2u-2v=8u?v+6u+2v 


b) w=xy +xz +yz, x =u -v? ,y=uv,z=(u—v) 
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DA ee O(S) 


Ou 
= 2uy + 2uz + xv + zv + 2ux + 2uy — 2vx — 2vy 
= 4uy + 2uz — xv + zv + 2ux — 2vy 
L =2v"+4u' —4uv 
u 
Ow 
ao Ota) a ja (a+ 3).2(u—v)(—1) 


=-2yv-—-2zv+xu+zu-—2ux— 2uy + 2vx + 2vy 
=—ux—ĉ2zv + zu — 2uy + 2vx 


em =-—4y* —-4u?v+6uv? 
v 


28. Se z= f (x, y), x=rcosĝ,y = rsenð , onde fé uma função diferenciável, 


expressar ca e a como funções der e 0. 
Ox Oy 
Temos que: 
O Of ox Of 0y 
ôr Ox Or Oy Or 

= E Ldap 

Ox 0y 

Oz Of Ox pf 0y 
00 Ox 00 Oy 060 


= e sen0)+ L .rcos 6 
Ox 
Oz 1 [Oz O 
= sen 
Ox cos0lOr Oy 
Oz 1 í Oz Oz 
= +— rsenô 
Oy rcos0l0d0 Ox 


Assim temos: 
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Oz 1 Oz 1 O Oz 
= sen send send 
Ox cos0loOr rcos6 00 cos 0 Ox 


1 E 1 Oz sen0 z) 
= tgO 
cos 6 


Or r 00 cos Ox 

Ce pipe l E 1,00 z) 
Ox Ox cosOlor r 00 
Oz 1 E 1 Oz ) 

= D tg0 
Ox cosOsec Olr r 00 

= P —— gZ. 

Or r 060 


0z = l I z + rsen cos 9% — noot z) 


Oy rcos0100 or r 00 
= Lo oz + senô oz 
r 00 or 


29. Supondo que a função diferenciável y = f (x) é definida implicitamente pela 
equação dada, determinar sua derivada de < : 
x 


a) 9x? +4yº =36 


_ F 
dy O 
dx OF 

0y 


b) 2x? —3y? = 5xy 


2x? -3y -5xy=0 
dy —(4x-5y) + 4x—5y 
dx -6y-5x 6y+5x 


30. Supondo que a função diferenciável z = f (x, y) é definida pela equação dada, 
determinar 
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O O. 


e: 
Ox Oy 


a) xy? +x dE gel 


OF 
3z Ar -(3x°y? +3x°) -3x° (y? +1) 
ôx oF E 37 -1 s ggl 
Oz 
_ 9F 


ô Oy _-2x°y 
dy OF 372-1 
(6/4 


b) x+y -z -xy =0 
ô -(2x-y) 2x-y 


à DX x 
a —(2y-x) 2y-x 
0y —2z 2z 


c) az -x-y+x =3 


Oz _-(yz-1+2x)_1l-yz-2x 


Ox xy xy 
RA = led) 15 
Oy xy xy 


31. Supondo que as funções diferenciáveis y = y(x) e z = z(x), z>0 sejam definidas 


gola cr à ; ; d dz 
implicitamente pelo sistema dado, determinar as derivadas 4 


— e —. 
dx dx 
x +y +77 =4 
a) 
x+y+z=2 
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or or 
Ox Oz 
dy O(xz) lx æl __|1 1] -(2x-20) =x+2 
dx O(F,6) |ôF or 2y 2) 2y-22 y-z 
o(y,2) Oy O | 
o 06 
Oy O 
or or 
Oy Ox 
(ro) fo oo py 
dz _ alyx) _ Oy Ox o 1 Ele (2y 2x) y+x 
dx  ôlF,G) lor or 2y—-2z7  2y-2z7  y-z` 


(vz) | az 


o 06 
Oy O 
2%? — y2? =7? 
J y =z 
x+y=2 
4x -2z 
1 -(2 
dy _ 0 E (2z) _ Eno 
dx |-2y -2z 27 
1 0 
F 4x 
1 1] =(-2y-4 
dz _ E ( y DO T, 
dx 2z 2z z 


32. Determinar as derivadas parciais de 1º ordem das funções x = x(u, v), y = y(u,v) 
definidas implicitamente pelo sistema dado: 
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| 


x +u’ +y’ =0 


x ey +v =0 


Temos que: 
OF OF 
ro) |U P| pu 2y 
oluy) T a 
ôG OG 
ôu Oy 
OF OF 
o(F,G) o 3x? 2y õ 
= = 6x" y — 4xy 
olx, y) oc G 2x 2 
o O 
OF OF 
asc a Pa a a 
= = —4ux 
O(x,u) 3G aG 2x 0 
O ôu 
OF OF 
ro) |” P| jo 2 
= = —4yy 
alv, y) aG 06 2v 2y 
o ð 
OF OF 
ato) Cia las 
= =6xv 
O(x,v) O 26 2x 2y 
O O 
Assim, temos: 
(F,G) 
Ox o lu, y) cc —4uy  —2uy 
ôu NF,G) 6xy-4y 3xy-2x 
alx, y) 
(F,G) 
ôy Er x,u) Aux Qu 
ou F,G) E 6x”y—4xy E 3x y—-2xy 
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_ô(F,G) 
Ox alv, y) o Ty ao 2y 
ôv FG)  6x?y-4xy 3xy-2x 
alx, y 
_ôlF,G) 
Õy alx, v) Z —6x°v 2 —-3xºv 
ôv MFG)  6x?y-4xy 3xy-2x 
alx, y) 
x+u-v=3 
b) | i 
y-3uv+ vo =0 
Temos que: 
oe or 
(r.6) _ Ou 0y | 1 J=: 
olu, y) oc o -3v 1 
ôu Oy 
ad 
F.6) Ox Ou | 1 A 
O(x,u) o o 0 -3v 
Ox Ou 
gi ser, 
(r.6) _ ôv 0y [7 de= 
o(v, y) 3G o -3u 1 
ôv O 
E 
(8,6) pe all =i = 2y — 3u 
alx, v) g aG aG o -3u+2 
Ox ðv 
Ri 
alx, y) 2G oc 01 
ôx Oy 
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Ox 1. 


— -1 

ðu 1 

DAEL 

ðu 1 

æ 1 

ôv 1 

0y A —2v+3u “3u=9y 
ðv 1 


33. Pode-se garantir que a equação x°? +2xy + y? =8 define implicitamente alguma 
função diferencial y = y(x) ? Em caso positivo, determinar S E 
x 
Vamos analisar as hipóteses do teorema da função implícita. 
F(x, y)= x? +2xy +y? -8 


Tog +2y 
Ox 
Ega RR 
Oy 


As derivadas são contínuas em R”, portanto podemos garantir que x° +2xy + y? =8 
define implicitamente uma função diferencial. Temos: 
dy — 3x? +2y 


ara 2x+3yº £0 
dx  2x43y” p í 


34. Verificar que a equação dada define implicitamente pelo menos uma função 


diferenciável y = y(x). Determinar E : 
x 


a) e” =4 
F(x, y)=e” -4 
oF 
ps 
Ox 7 
oF a 
— = xe” 
0y 

DAE aa 
Da Je = e x0. 
dx xe” x 
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b) x? +y? +y+1=0 


dy o =x" 


dx 3y)+41 


35. Escrever a regra da cadeia para 


a) h(x, y) = f(x u(x, y)) 
Temos, 


f(vu),v=x,u =u(x,y) 


êh _ 3f ôv df du on of dv df du 
E RO ou Ox Oy ðv o “ou O 
“| , ou Fo, of Ou 
E “OE ox ðv Ou “O 
Fo ôu Eer 
p ou Ox ôu Oy 


b) h(x )= F u(x),v(x)) 
h(x )= fh, u(x v(x) = f(w,u,v),w = x,u =u(x),v = v(x) 


ôh df êw df du df dv 

Ox Ow Ox Ou Ox Ov Ox 

= Ff | of du PROA dv 
Ox ou. P ôv dx 


c) h(u, v, w)= Flx(u, v, w), ylu,v), z(w)) 


ôh Of Ox F 0y F Oz 

o ds O 0y on Oz Ou 
_ of Ox f Oy 
Ea Oy Ou 

oh Ff Ox Ri Oy 

ôv Ox Ei Oy ðv 

Oh Of Ox RA dz 

w w dedo 
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= 2 2 Ta 2 
36. Dadas as funções x = x(u,v) e y= y(u,v), definidas pelo sistema E id f AR 
v=x-2y 


determinar as derivadas parciais de 1º ordem de x e y em relação a u e v. 


OF OF 
ôu Oy 
ôG ôG E 2y 
êe lu |) lo -4 -2  ı 
ôu lor ƏF| 4x 2y| -8x-2y 4x+y 
à gyl Ho 
aG ôG 
Ox Oy 
OF OF 
o à 
8G ôG E 2y 
ox ôv ôy| Sl. 2 Sly n y 
ðv 8x- 2y -8x 2y “Br 2y 4x+y 
OF OF 
O Ou 
ôG ôG x E 
Oy lo dul |1 0O| 101 
ôu —-8x—2y 8x 2y 8x 2y 8x+2y 
OF OF 
O O 
ôG ôG x | 
Oy læ &l_ |1 dp 4 2% 
ðv 8x- 2y -8x 2y 8x 2y 4x+y 
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37. As equações 


Qu+v-x—-y=0 


w+uv=1 


determinam u e v como funções de x e y. Determinar — 


OF OF 
o O 
o(r,6) log 0o6| ml! 
ôu Oy) x al y uU —-u-y u+y 
ôx OF,G) lor or R2 1|  2u-v 2u-v 
lu, v) ôUu dO v u 
oG ôG 
ôu O 
OF OF 
ôy O 
(r,6) ôG 06) [11 
du pv) 0y æl x u u+x 
ôy FG) — 2u-v  2u-v 2u-v 
lu, v) 
OF OF 
ôu O 
“odF,G) log o6| [Pal 
v alu, x) Sü axl v y ——2y+») 
ox FG) ar u= ey 
lu, v) 
oF OF 
du Oy 
o(Fr,6) |oG ôG) $ E 
ôv uy) lôu Oo | x|_-(2x+v) 
ðy (r,6) — 2u-v ue ey 
lu, v) 
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a(x, y) 


38. Calcular o jacobiano IRN para: 
„V 


a) X =UCOSV, y =usenv 


dr dr 
Ou Ov 
lx, y) cosv —usenv 3 A 
> Ts = = + = 
lu, v) e senv ucosv A 
ôu ôv 
b) x=u+v,y=— 
æ & 
alx, y) |U avi l1 v u+v 
olu, E “lv 1) u u u’ 
vm Jor al FA 
Ou Ov 


39. Supondo que as funções diferenciáveis y = y(x) é g= z(x) sejam definidas 
2 2 


i e ; E oie i 
implicitamente pelo sistema , determinar: 
x+y=4 
d d 
a) A e n 
dx dx 
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or or 
Ox Oz 
ôG ôG x É 
dx or OF 2y — 1 
Oy Oz 1 0 
ôG ôG 
Oy O 
or or 
Oy Ox 
aro) o a 
dz aly, x) Oy Ox 2y 2x 
é z 2 E S A 
dx F,6) 1 TE ASR 
dy,2) 


b) um par de funções y = y(x) e z = z(x) definidas implicitamente pelo sistema dado. 


2 


y =z-x 
y=4-x 

(4- x) =z-x 
z=2x" -8x+16 


40. Achar as derivadas de 2º ordem das seguintes funções: 


a) z=x=3y +4x y? 


Oz j Oz 2 2 
— =2x+8 a Ay Spy 
Ox e Oy 

2 2 
22 248? O aoin 
Ox ôy 

2 2 

o“z E o“z E 
OyôOx OxOy 


196 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 


múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 156 - 159. 


b) z=x° y? -xy 


Oz 2 02z 2 02z 
DD = = cij; 
ôx EAR x? d Ox0y 
2; 2 
A yei lap 3z =4xy-1 
Oy y Oyôx 
c) z=Inxy 
fel Bia o de 
OX xy x Oy W Y 
Biz -1 az -1 
Ox? o x? Oy? y? 
2 2 
Oz -0 o'z -0 
OyOx xOy 
d) z =e” 
C CST 
Ox Oy 
0"z 2% 0*z 2 x 
=z 5ye z xe 
Ox 0y 
DE OE 


== = D ka W 41 
So aa O a TO qu) 


41. Encontrar as derivadas de 3º ordem da função z = x+ y +x? -x° — y’. 


a T =1-2y 

Ox 

Õ'z 0"z 

pa =6 —2 A 

y 

0'z Oz 

a i 
Oz 

OxOyÓx 


Obs.: As demais derivadas de 3º. ordem são nulas. 
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Nos exercícios de 42 a 47, determinar as derivadas parciais indicadas. 


B 1 f of 
e Ha) x +4y? “Ox? "0x0 
Dr 
3 Elo +4y 122% = -3 
i x +4y? (FA 2 o x(x? +49")? 
y ) x +4y 

ls a a) 2x+(x°+4 2 do pa ra 
a l y . y (-1)=3x° (x° +45") (x +4y°) 
CE A e 12xy 
Oyôx e Es | fi (244) 

43. 2z=xcosxy diz biz diz 


Ox?" Oxdy  Oyôx 


Oz 
=-X.senxy.y + cos xy 
X 


=-—xysenxy + COS xy 

la 
Eri =-—X).Cos xy.) + senxy(— y)+ (- senxy }y 

= — xy? cos xy — ysenxy — ysenxy 

= —xy? cos xy — 2 ysenxy 
OR ô’ 

= =-—X).Cos Xy.X + senxy(- x)+ (- senxy)x 

OxOy  OyOx 


2 
=-—xÍYCos xy — xsenxy — xsenxy 


= —x° y cos xy — 2xsenxy 


ô’z 
ôxôy’ 


44. z=In(x2 +y?) 
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&_ 2y 
By r 
Oz 2x -2y 


ôy? (x +x) 
8z (ue) (4x)-(2x2 -23° )(2 + y°)2x 
ðxðy? E (xº +) 


= —4% +12” 


(x? 4 y) 


z Ow w 


45. w= 4/1- x? REE ; 
V á o 


ow ow 


"“Oxôyôz Ozôxôy 


46. w=x +)" +47 41 


ow 
Er 
ow 

Ox0y E 

ow o 8w -0 
Oxodyôz  OzôxOy 


2x 
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OxOy Ox 
Oz 1 DE qui 
— =—(2xy+ 2 iz 
Es A YTY ) y 
8?z 8?z =] -3 -1 


Ox0y j ĝyôx “5 (2xy+y*)? (2x+2y)+(2xy+ x°)? 


=-y(x+ +)? 2x4)? 


| i Ë 
= 15H +97) 2» =-y oy] 
Cy ayy) -3y loy) 


48. Verificar o teorema de Schwartz para as funções: 


a) z = = 2 
XxX +) 
z —y.2x 


ôx (2 +) 


0?z E Ea + ») (2x) +2xy.2 (2º +3).2y D 2(x +y? )xt 8y? E -2x —-2xy? +8xy? 


O RD CR Ro 
2x! + 6x7” 
Era V(x,7)2(0,0) 
Oz (+?) 1-2» B py 2y? E W-y 
ôy (247) (247) (+) 
0ºz E (x w) 2x-(x° -y°).2(x +y°).2x o e +37)2x— (x - y’) 4x E E D = T. 
~ (ery o ee ewy 
-2x° +63” 
ea 


b) z= xe". 
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ma xe" pet e (x+1) 

Ox 

otz =(x +e 2y=e”” (2xy+2y) 
Oyôx 
is xe 2 

0y 

a'z = 2ye te” 2y =e (2xy +2y) 
OxOy 


49. Se = f (x, y) tem derivadas parciais de 2º ordem contínuas e satisfaz a equação 


Pf Ef 


Ox? ôy? = 


são harmônicas. 


a) z=e'seny 


Oz Z x 

— =e“sen = =e cosy 
Ox é 0y 

0?z 0?z 


XxX 
— = e seny 
x 


e“seny — e“ seny = 0 . E harmônica. 


b) z =e* cos y 


Oz 

— = e” cos anp pe ONY 
Ox j y 

@æz , 0"z 

— =e” cos y — = —e” COS y 


ôx? ôy? 


e* cos y —e* cos y =0. E harmônica. 


c) z= y? —3xy 


Oz (6/4 2 2 
="6 e SVO -3x 
Ox 2 0y 

0?z 02z 

ox? r ôy? : 


+ = () ela é dita uma função harmônica. Verificar se as funções dadas 
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-6y+6y=0 É harmônica 


d) z = x° +2xy 

Oz 0z 
— =2x+2 = =2x 
Ox á Oy 

2 2 
eo Ca 
Ox 0y 


2x0. Não é harmônica. 


50. Calcular as derivadas parciais de 1º ordem das seguintes funções: 


a) f(x, yz) = Jyitr yz] te k 


e 2xy°z j+ ye k. 

Ox 

of 1 = = dis pg = 
— =— i +2x yz j+xze” k. 
öy 2” YZ J 

af 


— = 2x y zj +xye™” k. 
Oz 


b) g(x, y,z)= [E 263] 


E (CA 20) 2y 20] 


ax (x+y) (ty 

az ((eryk-)-(x=»)) aol- [2 

Oy O A] 
ZE - (00,0) 


o) h(x,y.2)=(9-27,9-32,9-xº) 


> =(0,0,-2 
oh 

= =(0,-2y,0 
= (0.-29.,0) 
oh 

= =(-27,0,0 
Oz l ) 
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d) p(x, y)=le™, xe”) 


2. (2e™, ye”) 


ep: 


y = (0,3% e + xe” )= (o, By + De?) 


or )= (ey, (e y)in y) 
E A (V.n) 


T (o ahir] z2- 


f) üļx, y, z) =e” i+nxzj +2k 


ou vz, Z 
— [= ye” i+ j 
Ox XZ 
ou Ss 

— = xe 

0y 

RE 
CE. xz Z 


51. Dada f(x, y,z)= fe” e” e “= ) encontrar E af $, Ff 


ax Oy êz 
Temos: 
F (ye ,0,2eº) 
2- (xe ,ze”™,0) 
a = (0, ye”, xe") 
Ff f f 


dE OR GO ((x+ We (y+ ze”, (x+z)e"). 
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52. Dada f(x, y, z) = (xy X+), xz), verificar que T (1,0,1)+ Zlo.) =a onde, 
x 


Temos 
of = (2xy „1, z) 
Ox 
1 (1,0,1) = (0,11) 
Ox 
f (o 
RE , 1,0 
É feno) 
E 
=(1,0,1)= (1,1,0 
É (.01)- (119) 
a= lim aa y,xz)= (1,2,1) 
(x,y,z (1,1,1) 
Assim, 
of of 
AA 1,0,1 ER 1,0,1 = 1,2,1 . 
L hons Íoa)-(121) 


53. Seja f a função vetorial definida por f (x, y,z)=xzi +y(1+ x) j+zk. 
a) Descrever a curva obtida fazendo y =2 e z=1 


f(x21)= x7 +2q1+x j +k 


X=X 
»=2(1+2º) 
z=l1 


É uma parábola no plano z =1. 


b) Representar nessa curva a derivada parcial T no ponto P, (1,4,1) 
x 

Y ity] 

Ox 


L (1,4,1)=7 +8] 
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Veja gráfico que segue: 


54. Seja f a função vetorial definida por f (u,v)= (u cosv,u senv,3+u”) para 


O<u<3, O<v<2z. 


. , mT . 
a) Determinar as curvas obtidas fazendo u =V3 e v = a , respectivamente. 


FNB, v)= (V3 cosv, 3 senv,6) ,O0<v<2m 


FAS 
b) Determinar Tvs : z) e Lfs Z) representando-os geometricamente. 
Ou 2 ðv 2 
Y = (cos v, senv,2u) 
Ou 


L152) = (0.245) 


ou 


— =(-usenv,ucosv,0) 


Lz) J3,0,0) 
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Er 
Oxôy 


e 


OF oF 


ay 


Ox 


(Œœ »)=( Zy, NX? +z’ ), determinar 


55. Dada a função f 


xe”). 


341, 


(x,y,z) =(xy*,xz 


, sendo f 


a f 
ôxôz’ ðy 


e 


of 
OxOyOZ 


56. Determinar 
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T. (0,3x2? ye”) 

= = (0,0, xyze” + xe”) 

no (00  J= (00,6) 
Es = (0,0, (y?z+ 2y”) 


Pf Ef Ef Ef Ef 


57. Encontrar ——, 5, E ART 6 ara 
Ox” Oy” Oxdy Ox Oy Oz 


das seguintes funções: 


a) F(x,y,2)= (xyz, In y.Inz) 


+— = (yz,0,0) 


(0,0,0) 


ox? E 


ss 
fo) f =(z,0,0) 
OxOy 
sa 
21 (0,00) 
Ox Oy 
a (1004) 
=| xy,0,— 
Oz á Z 
of zl 
=| 0,0, — 
oz? =] 
ya 
anã 
Oz Z 


b) f(x, y,z)= (e? sen x,e” sen y,2) 
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+ = (e cos x,e“sen y,0) 

E (-e”senx,e'sen y,0) 
T- le”senx,e cos y,0) 

zi =(e'senx,—e'sen y,0) 
Ff = (e cos x,e” cos y,0) 
pe | 

225» = E e'senx,e” cos y,0) 
a - (0,0,1) 

1 = (0,0,0) 

oy = (0,0,0) 


ôy’ y 
of 

=(0,0, 
OxOy ( 3) 
NA 

= (0,0,0 
ZL -(000) 
0! (0,0,xy) 
Oz 
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o? f 
= =(0,0.0) 
of 

Z 


ʻ 


(0,0,0) 


3 g=; 


DQ 


PRE) EMO a A 
ox? ôy’ oz” | 


Fly z)= (x+ ytz (+ ytz}, æy) e P,(1,0,1). 


58. Encontrar 


Dies y+) 3+ y+) 
CS AE 
OX 
PAR) (9,2,12) 
0x 
R] 
21 (0,2,6(x+y+z)) 
0y 
PFB) (0,2,12) 
ôy 
i FB) (0,2,12) 
Oz 
Assim, 
PIR), FR) (EIR) s(0,2,12)-4(0,2,12)=(0,-4,-24). 
Ox Oy Oz 
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CAPÍTULO 5 
5.10 - EXERCÍCIOS 
pág. 190 - 192 


1. Encontrar, se existirem, os pontos de máximo e de mínimo globais das funções: 


a) z=4-x° cy 


Cp 
Ox 

Oy 
—2x=0 
—2y=0 


(0,0) é um ponto crítico. Este ponto é um ponto de máximo global; não existe um ponto de 
mínimo global. 


b) z=x7 +y -5 


0z 
as 
z 
a = 
x=0 
y=0 
(0,0) é um ponto crítico. Este ponto é um ponto de mínimo global; não existe ponto de 


2x 


2y 


máximo global 


c) z=x+y+4 


O | 
Ox 
à | 
0y 


Não existem máximos ou mínimos globais. 


d) z =42x° + y? 


210 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 190 - 192. 


ô 1 = 2x 
T- PeF 


ôz 1l =OS y 
y = (ex? +y TO 


Em (0,0) as derivadas não existem e como a função é um cone com concavidade voltada 
para cima, (0,0) é mínimo global. Não existe ponto de máximo global. 


e) z=senx+cos y 


— = -sen 
ay y 
cosx=0 


seny =0 


z +2kr Ina | kneZ são pontos de máximo global e 


= +2km (2n+1)x z), k,neZ são pontos de mínimo global. 


H fl y)=xt +y 


y=0 
(0,0) é um ponto crítico. Este ponto é um ponto de mínimo global; não existe ponto de 
máximo global. 


g) z =J-x" +2x-y" +2y-1 
Estamos diante do hemisfério superior de uma esfera, centrada em (1,1,0) e raio igual a 1. 
Assim, 
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(11) é ponto de máximo global e os pontos sobre a circunferência de centro em (1,1) e raio 
1 são pontos de mínimo global. 
2. Verificar se o ponto (0,0) é ponto crítico das funções: 


a) 2=2xº +2yº 


CEP E 
Ox 


e RR 
0y 


é ponto crítico 


oz 1 a -x 
aN i np O 
Oz =) 


ðy J4-x -y 
(0/4 Oz 


Temos que para (x,y)=(0,0), e Oe P 0. Portanto (0,0) é um ponto crítico. 
X y 


3x? 
NA Fe 


3x? 
4x +2y° 
F (0,0) Sin f (0+Ax,0)- f (0,0) 
OX AxS0 Ax 


f(Ax,0)- f (0,0) 
Ax 


(1,7) =(0,0)= f (x, y)= 
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A função dada não é diferenciável em (0,0). Portanto, temos um ponto crítico. 


Nos exercícios de 3 a 16 determinar os pontos críticos das funções dadas. 
3. mex -2x +y -9 


Oz 


2 =4x —4x 

Ox 

& sy 

y 

Resolvendo o sistema temos: 
4x? -4x=0 

2y=0..y=0 


x(4x2-4)=0..x=0 
4x? -4=0 

4x] =4 

x =d 


x=+ 
Portanto, temos os seguintes pontos críticos: (1,0), (-1,0) e (0,0). 


4. z=4ļ4x +y’ 


ô 1 = x 
Rd 


ds 
Ee Jx? ty? 


Para (x, y) * (0,0) as derivadas parciais não são ambas nulas. Portanto, esses pontos não 


são pontos críticos. 
Esta função não é diferenciável em (0,0), portanto (0,0) é um ponto crítico. 


5. z=2x'-2yº-xº +y’ 41 


esa 
x 

Oz 3 

— =-8y'+2 
õ y y 
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Resolvendo o sistema temos: 


8x* —-2x=0 
-8y'+2y=0 
x(8x?-2)=0 
»(-877+2)=0>y=0 x=0 
-8y"4+2=0 8x2-2=0 
8y? = e 8x? =2 
2 1 1 
y pe: x => 
4 4 
Dad sd 
y=Ł]—- ed ni PEE pe 
4 2 492 


Portanto, temos os seguintes pontos críticos: 
(0,0), 0, E 2 0, : 2 l „0 > : À ed : 2 E 2 : 0 2 l 2 l > l T E hi 
2 2J\2 DDD vid 2 2 2 2 sd 


6. f(x, y)=cos? x+y? 


fa 2cos x.(—senx) 
Ox 
of 
0y 


Resolvendo o sistema temos: 
b cos x.senx = O 


2y=0 
Temos que os pontos críticos são: 


(Z0) , neZ 
2 


7. f(x, y)=cosx 


f = —senx 
x 
Fai 
Oy 
Resolvendo a equação temos: 
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senx = 0 
x=kakeZ 
Pontos críticos (kr,b)keZ;be R. 


8. n=2y =-3x -6x y+5 


se =-12x) —12xy 
Ox 

2e 6y’ — 6x” 

0y 


Resolvendo o sistema temos 
E: -12x=0 


6y’ -6x =0 
ou 
-x -xy =0 
y -x =0 
-x° -xy =0 (=x) -x =0 
EELER 
DTE =p el 
3 
y= > x? (x? -1)=0 
Iss x=0 
E | 
ey=-1. 


Pontos críticos: (1,-1), (-1,-1) e (0,0) 


= p= 
z AX —2) 
Oz 

—=2 

0y 


Resolvendo o sistema temos: 
2(x-2)=0>x-2=0..x=2 

E =0>y=0 

Ponto crítico: (2,0) 


10. z=e”? (y? —2x?°) 
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= =e” (—4x) + (y —2xº ) e” 
=—4xe™?” + ( y -2x ) e? 
A 


y e (2y)+(y? -2x ) e? (-1) 


Resolvendo o sistema temos: 

e? (=4x +y- 2x°) =0 

e? (2y -y+ 2x°) =0 
ou 

—4x+ y? -2x =0 > y =2x +4x 
a =0>)y=2x+2y 


Assim, 

DEO T A) —4x+ (2x) -2x°=0 
2y-4x=0 2x) -4x=0 
y—-2x=0 x=0> y=0 
y=2x x=2>5 y=4 


Assim, os pontos críticos são: (0,0) e (2,4). 


11. z= xe 
is = xe (- 2x)+ de 
Ox 
Oz 


oy = xe ™ (-2y) 


Resolvendo o sistema temos: 
(2x +“ =0 

— 2xye A =() 

-2x] +1=0 

2x? =1 
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—2xy =0 
y=0 


1 1 
Assim, os pontos críticos são: | —=,0 |e| -—=,0 |. 


12. z= y? -3x y+3y 


Oz 

—=-6 

Ox dé 
day 3x+3 
0y 


Resolvendo o sistema temos: 

—6xy=0 

3y? -3x +3=0 
Da primeira equação temos que x=0 ou y=0. 
Para y=0 temos 


—-3x2+3=0 

3x? =3 

x =l 

x=+1 

Para x=0, temos: 
3y2+3=0 : 

Impossível. 

3y =-3 


Assim, os pontos críticos são: (1,0) e (-1,0). 


13. z =cos(2x+ y) 


a = —sen(2x + »)2 
Ox 


a = —sen(2x + y) 

y 

Resolvendo o sistema temos: 
sen(2x + y) =0 
2x+y=kr,keZ 

x=a ; y=kr-Za ;aeR. 
Assim, os pontos críticos são: 
(akm-2a,aeR, kez. 
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1 1 
14. z=y!+0x]) -y — 
2 y 

dz = i: .2x-—1 
ox 2 
CAET 
0y 2 
Resolvendo o sistema temos: 

x-1=0 

4y*-y=0 


Da primeira equação temos que x =1 e da segunda equação temos: 
4y"-y=0 
yl4 y’ — 1)= 0 

1 


y=0 ou 4y’ =]; Ped 


Portanto, os pontos críticos são: (i 5) [1- 3 e (1,0). 


15. z=x° +y’ +8x—-6y+12 


De nal 
Ox 
A g 
ôy 


Resolvendo o sistema temos: 

2x +8 = 0 > 2x = -8.x = —4 
e y=3 
Portanto temos o ponto crítico (-4,3). 


16. flr,y)=——-— + 
3f —64 
— =— + 
Ox x? ” 
Gisela 
dy y’ 


Resolvendo o sistema vem: 
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64 64+x°y 
pE ae 
ou 
—1 = 2 

y y 


Da segunda equação temos: 


1 
A+" =0.. xy =1 e x=— 


y 
Aplicando este resultado na primeira equação temos: 
64+ E y=0 
y 
1 
64 + 3 = 0 
y 
1 
— =-64:. y? =-— 
y? É 64 


Dessa forma x = a = + =16. Temos, então o ponto crítico [16- J ; 
y Sri 
16 


Nos exercícios de 17 a 34 determinar os pontos críticos das funções dadas, classificando-os 


quando possível. 


17. z=10- x°- y’ 


Uey 
Ox 
Oy 


Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (0,0). 
Temos que: 


H( a CEA 
= Dis 

2 

= (0,0)=-2<0 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de máximo. 


18. 2=2x +y” -5 
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Qi 
ox 
oz 
0y E 
Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (0,0). 
Temos que: 


4x 


2y 


H(00)=| 


0 
=8>0 
2 


ne 
x? 
Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de mínimo. 


(0,0)=4>0 


19. z=4-2x° By 
oz 
= 
oz 
o — 
Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (0,0). 
Temos que: 


-4 
H j = 
w= 
H(0,0)>0 
o" f 
2 


Ox 
Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de máximo. 


—4x 


—6y 


d 
=24>0 
6 


(0,0)=-4<0 


20. z=x° +y” -—6x-2y+7 


CAT. 
Ox 
Ri 
Õy 


2y-2=0>52y=2> y=1 
Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (3,1). 
Temos que: 


oc 
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H(x, y)= SN =4>0 
0 2 
8? 
+ (89)=2>0 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (3,1) é um ponto de mínimo. 


21. z=y+x.seny 


as sen 

Ox i 

Oz 

— =] + x.cos y 
ôy 


seny = 0 
l+ xcos y 
Da primeira equação temos que y=kzx,k € Z. Substituindo esse valor na segunda equação 


vamos obter: 
1+ xcos(kz) =0 


I+x(+1)=0 
1-x=0..x=1 
l+x=0..x=-—1 


Assim temos: 

(1, kz), k é impar e Z ou zero 

(-1,kx),k é pare Z 

ou 

(-12k7) ; (1(2k-1)x)comk eZ. 

Assim, igualando as derivadas a zero encontramos os pontos críticos 
(-L2km) ; (1(2k-Ix)comkeZ. 

Temos que: 


H(x,y)= 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que todos os pontos são pontos de sela. 


0 cos 
UE -cos? y<0 


cosy —x.seny 


22. z = xsen2y 


Oz 
— = sen2 
Ox á 


z = x.cos 2y.2 
y 
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sen2y=0 

2xcos2y =0 
Da primeira equação temos 
sen)y=0>2y=kx,keZou = 
Aplicando na segunda equação vem: 
2x.Cos qe =0 

2 

2x.cos(kz ) = O 
2x(+1)=0 
2x=0 
x=0 


Temos que [o a € Z são pontos críticos. Temos: 


0 2cos2y 


= -4cos?2y<0 
2cos2y —2xsen2y.2 


H(x,y)= 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que [o m) são pontos de sela. 


23. z=” 

a toras 

Ox 

a .2y 

0y 

2xe =0 

Eu > x=0ey=0 

Que =0 


Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (0,0). 
Temos que: 
2xe Dx ret 2 Axye 
2xe  Dy 2ye 2y+e O 
e r eY (16x°y? +8x +87’ +4-16x°y°) 


H (x, y)= 


= (e j (8x? +8y +4) >0 


2 
<L (0,0)=2>0 


2 
X 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de mínimo. 
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24. z=4xy 
Oz 
LACA 
Ox é 
dd 
Oy 


Temos o ponto crítico (0,0), que é um ponto de sela pois H (0,0) = : ) =16<0. 


25. z =8x +2xy -3x +y’ +41 


L =24x° +2y- 6x 
Ox 

Cy 

Oy 


po +2y-6x=0 


2x+2y=0 

Da segunda equação temos: 
x+y=0 

É didi à 


Aplicando o resultado obtido na primeira equação vem: 
24xº +2(-x)-6x=0 


24x” —-8x=0 
8x(3x—1)=0 
x=0 
3x=1 

1 
x=- 

3 


Temos que (00)e(5.- z) são pontos críticos 


Temos que: 

48x-6 2 
H(x,y)= » |796x-12-4 =96x-16 
H(0,0)=-16<0 
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JE n)- 96. 16>0 
3 3 3 


2 
ã Slam a)-485-6>0 


2 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de sela e [5 — z) é 


um ponto de mínimo. 


26. f(x, y)= xX? +3xy? —15x—12y 


E 
Ox 

Ed —12 

0y 

3x? +3yº -15=0 
nada 

ou 

x +y'-5=0 
ps 


2 . E 
Da segunda equação temos que xy=2 ou y=-—. Aplicando o resultado obtido na 
x 


primeira equação vem: 
x” + Es -5=0 
x 
x*+4-5xº =0 
xt -5x +4=0 
x =4 e x=l 
x=ł}2 e x=H 
Assim temos os pontos críticos: (1,2); (-1,-2); (2,1) e (-2,-1). 


Temos que: 
6x 6 

H(x, y)= o =36xº —-36y” 
6y 6x 


H(1,2)=36-364<0 
H(-1,-2)=36-36.4<0 
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e 


L(a, 1)=12>0 
—2,— 


n(- 


of 
ax? 


1)=364-36.1>0 


(se 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (1,2) e (-1,-2) são pontos de sela; (2,1) é 


um ponto de mínimo e (-2,-1 é um ponto de máximo. 


27. 2=40º +3xy + y? +12x+2y+1 


RR RD 


Ox 
Ss =3x+2y+2 
Oy 

8x +3y+12=0 

3x+2y+2=0 
Da segunda equação temos: 
2y=-2-3x 

Da art: 
2 

Aplicando este resultado na primeira equação vem: 
bera A pei 


16x+3(-2-3x)+24=0 
16x-6-9x+24=0 


7x+18=0 
- 18 
7’ 
Assim, 
18 
SER a 54) 20 
y= = + = ; 
2 2 7 7 
A 18 20 
Temos o ponto crítico | -—,— |. 
7 7 
Temos que: 
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atol Aaea 
X, = = = 
Va 2 

2 

EE R) >o 

Ox TX T: 


, 18 2 ; 
Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que [- - ; 2) é um ponto de mínimo. 


1 1 
28. z= xf += y? xr +15 
4% 3% 


4x* +1=0 

5 4 2 

—y +y =0 
4” y 


Da primeira equação temos, 4x? =—1 ou x=- Da segunda equação temos: 


1 
Va 
(5 .» E 
y| —y +1|=0,y=0. 
4 
Assim, temos o ponto crítico [- L o) 
, 3/4 5 . 


Temos que: 


12x? 


H(x, y)= 0 2203) +2y =12x (5y +2y) 


29. 2=x'+y"-2x-8y+7 
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Es 
Ox 
Es e 
0y 


2x-2=0>2x=2 ou x=1. 
2y-8=0>2y=8 ou y=4. 
Dessa forma temos o ponto (1,4) para analisar. 


Temos que: 
2 
Hlso)= ]=4>0 
of 
co (,4)=2>0 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (1,4) é um ponto de mínimo. 


Oz 3 
— =4y-4x 
Ox á 
fio 4x—4y 
0y 

4y-4x° =0 

4x—-4y=0 
Da segunda equação temos: 
x-y=0 
x=y 
Usando o resultado obtido na primeira equação vem: 
4x-4x° =0 
4x? -4x =0 
x*-x=0 
xx2-1)=0 
x=0 
=] 
o taça À 
Temos assim os pontos: (0,0), (1,1), (-1,-1). 
Temos que: 
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o 2 
e er” 48-16 
H(0,0)=-16<0 
H(L1)=48-16>0 


H (-1,-1)=48-16>0 


of 

a ( 1, 1)= 12<0 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de sela; (1,1) é um 
ponto de máximo e (-1,-1) é um ponto de máximo. 


X 
31. z = — 
x +y? +4 


oz (x+y? +4)-x(2x) o xX +y +42 
x (x? +y +4) E (e +y +4) 
0z (x? +y? +4}0-x.2y 2 2x 

ôy (x+y +4) (eyes) 


-x+y +4=0 
E =0 
Da segunda equação obtemos: x=0 ou y=0. Aplicando este resultado na primeira 
equação vem: 
x=0> y? +4=0 
y’ =—4 não 3 

y=0>-x +4=0 

x —4=0 

xX =4.:. x=, 
Temos os pontos (2,0) e (-2,0) para analisar. 
Para a análise vamos precisar das derivadas de segunda ordem: 
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O n Ry tA 


Ox (é +y’ +4) 


0?z e +) 244) (- x)-(- x +y 2+4). 2(x° +y? +4).2x 
a a E oyo +4) 

0?z (x+y? +4) 2y -(- x+y 2+4). 2(x?° +" +4).2y 
ðyðx (x +y 244) 

Oz —2xy 


ôy fá +y’ +4) 


0"z S (x? +y’ +47. 2x)-(- 2xy}2(x? +y’ +4)2y 
ôy’ (+y +F 
Assim, 
H(x,y)= 
x ?244)2x (x+y + Faye +y +402xº +y/+4)2y 
(12 +y? +4) (- x)(x +y? +42 + y 4)2 (x? 244) (x? 2 do(a? 3 ) 
E ar +a) (+y? +47 
x +y? t4) 2y-(-x) +y? 42x H y? +4])2y x? +y? +4) 2x)-(-2xy)2(x? + y? +4 2y 
l fz al py ( 
(+y? +4) (+y +4) 
Temos que: 
2E 
H(2,0)=|16  |>0 
o El 
16 
2z 


H(2,0)>0 e Z <0 
Ox 


16 
0*z 
H(-2,0) e a —(-2,0)>0 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (2,0) é ponto de máximo e (-2,0) é ponto 
de mínimo. 
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32. z = ycosx 


ar =-—ysenx 
Ox 

Oz 

— =cosx 
0y 


— ysenx =0 => y=0ou senx=0 
cosx=0>x=(2n+1);neZ 
Assim, temos os pontos: (Cn + 05.0) com neZ. 


Temos que: 


— ycosx —senx 3 
=-sen'x 
— senx 0 


Hk, = 


H((en n 050) =-1<0 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que os pontos (Cn + 05.0) com neZ, 


são pontos de sela 


33. = 4y Sp 


Oz 
— =4y-2x 
Ox 7 


e, 
ðy 3 


4y-2x=0 
y’ +4x-9=0 
Da primeira equação temos que 
4y=2x 
SAA 
4 2 
Substituindo este valor encontrado na segunda equação temos: 
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2 

É 44x-9=0 

4 
x” +16x-36=0 
x=2 x=-18 
Dessa forma temos os pontos críticos: (2,1) (-18,-9) 
Temos que: 

4 
=-4y-16 


-2 
H = 
œy)=| 4 I 
H(21)=-4-16=-20<0 
H(-18,-9)=-4.(-9)-16=36-16=20>0 
Oz 


ox? 


(-18,-9)=-2<0 


Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (2,1) é ponto de sela e (-18,-9) é um 
ponto de máximo. 


34. z = —} 
x+y 
à (x+y}0-y1_ -y 
ax (x+y (+y? 
à (x+y}l-y.1_x+y-y_ x 
ðy (x+ y) (x+y? (x+y? 


Não existem pontos críticos no domínio da função. 
Nos exercícios de 35 a 43 determinar os valores máximo e mínimo da função dada, na 
região indicada. 
Vamos aplicar o Teorema de Weierstrass (seção 5.7) nos exercícios de 35 a 43. 
35. f(x, y)=x+2y no retângulo de vértice (1,-2), (1,2), (-1,2), (-1,-2). 


Neste caso não temos pontos críticos no interior do retângulo dado (ver Figura que segue), 
pois, 


Ff 4 
Ox 
za 
0y 
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Dessa forma vamos analisar a fronteira. 
ABs x=1 


f(Ly)=1+2y ,—2<y<2 

Não tem pontos críticos. 
f(,-2)=1+2(-2)=1-4=-3(min) 
f(1,2)=1+2.2 =5(máx) 


BC >y=2 ; -l<x<l 
f(x,2)=x+4 

Não tem pontos críticos. 
f(-1,2)=-1+4=3(min) 
f(1,2)=1+4=5(máx) 


CD >x=-1 

f(-1,y)=-1+2y ;—2<y<2 
Não tem pontos críticos. 
f(-1,-2)=-1+2(-2)=-5(min) 
f(-1,2)=-1+2.2=3(máx) 


DAS y=-2 

f(x, -2)=x+2(-2)=x—4 
Não tem pontos críticos. 
f(1,-2)=1-4=3(máx) 
FL?) =-]-4=-5 


Dessa forma temos que: 
e (-1,-2) é ponto de mínimo e o valor mínimo é -5; 
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e (1,2)é ponto de máximo e o valor máximo é igual a 5. 


36. F(x,y)= Jx + y’ +1 no círculo x? +y? <1 


A figura que segue mostra o domínio em análise. 
y 


Oz 
ga its 3 l 
> =x +y" +12.2 
E Mes não, 
X 
2 2 =0 
x +y +l 
Y =0 


Resolvendo o sistema obtemos o ponto (0,0) no interior do domínio. 
f(0,0)=1. 
Para a fronteira temos todos os pontos tais que x? + y? =1. Para esses pontos vamos 


sempre obter a imagem da função igual a f(x, y) =J x° +y’ +1=V/1+1 =V2. 


Dessa forma: 
e (0,0) é ponto de mínimo da função e o valor mínimo é igual 1; 


e Todos os pontos da fronteira, pares (x,y) tais x? + y? =1 são pontos de máximo e o 


valor máximo é igual a ads 


37. z=x° +y?’ -2x—2y no triângulo de vértices (0,0), (3,0), (0,3). 
A Figura que segue mostra o domínio em análise. 
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ea 


2x—2 
Ox 
za 
y 


2x-2=0..x=1 
2y-2=0..y=1 
No interior temos o ponto (1,1) 


H( j=? E 
O O 
Ef 

za (bl)=2>0 


Pela proposição 5.6.1 temos que (1,1) é um ponto de mínimo. 
Vamos agora analisar a fronteira do domínio. 
ABS x+y=3..y=3-x;0<x<3 


2=0"+(3-x) -2x-2(3-1) 


=x +9-6x+xº-2x-6+2x 


=2% —6x+3 
z'=4x-6..4x-6=0 
4x=6 
3 
X=—. 
2 


Temos assim o ponto (3/2,3/2) para ser analisado, sendo que em x=3/2 vamos ter um ponto 
de mínimo. 

BC > x=0;0<y<3 

2=y"-2y 

z=2y-2:.y=1 

Temos assim, o ponto (0,1) para ser analisado, sendo que vamos ter um ponto de mínimo. 
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CAS y=0;0<x<3 

z=x"-2x 

z'=2x-2:x=1 

Temos o ponto (1,0) para ser analisado sendo que em x=1 temos um ponto de mínimo. 


O quadro que segue ajudará na definição dos valores máximo e mínimo. 


PONTOS LOCALIZAÇÃO | IMAGEM DO PONTO 


(1, 1) Interior do triângulo -2 (mínimo) 
(0,3) Fronteira 3 (máximo) 
(3,0) Fronteira 3 (máximo) 


(3/2,3/2) | Fronteira -3/2 (mínimo) 
(0,1) Fronteira -1 (mínimo) 
(0,0) Fronteira O (mínimo) 
(3,0) Fronteira 3 (máximo) 


Portanto o valor mínimo da função do domínio dado é igual a -2 e o valor máximo é igual a 
3. 


38. z =senx+ seny + sen(x+ y) O<x<me0<y<r. 


A Figura que segue mostra o domínio a ser considerado. 
7y 


1/2 


T2 T 


Oz 
— =Cosx+ cos(x + y) 
Ox 


= = cos y+ cos(x + y) 
Oy 


cos x + cos(x + y)= 0 
cos y + cos(x + y) =0 
Subtraindo as equações termo a termo temos 
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cosx—cos y = 0 


cosx=cosy..x=y, Jáque0O<x<7m,0<y<z 
Substituindo este valor na primeira equação vamos ter: 


cos x+cos2x=0 
(2cos? x—1)+cosx=0 
2cos? x+cosx-1=0 


-1+41+8 -1+3 
4 


4 


cos x = 


cosx=-—1. 

Considerando-se que sen”x+cos? x=1, e aplicando os valores encontrados, podemos 
escrever que: 

sen?x=1-1=0 


2 1 3 
sen'x=1-— =— 
4 4 


3 


senx =Q e senx= 


2 
sen2x = 2senxcos x 
sen2x=2.0=0 
sen2x = 331 = 3 
DD -2 
Assim, temos: 
z=0 


3 3 3 343 
a RE DE 
33 


O valor mínimo é zero e o valor máximo é n 


Observação. Para a fronteira deve-se proceder como no exercício anterior. 


39. z = xy ; no círculo x? + y’ <1. 
A figura que segue mostra o domínio em análise. 
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4 


y 


oz 
= 
Oz 
Oy 
Temos assim o ponto (0,0) para analisar. 
e. 
TE 
0ºz 


y=0 


x=0 


0 


1 
Hs )= q SO 


Assim, o ponto (0,0) é um ponto de sela. 
Para x° + y? =1 temos: 


x=Vl-y? 
z=1-y".y 
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-1 


=P (2) 


[=3" 
1-7? -y?=0 
1-2yº =0 
2y’ =1 
y =i ayz - 
2 


x=vVl-y 
x= 1 a = sp 

2 2 
a temos: 

=0 - ponto de sela 


(É bj valores máximo. 
(E-B 
2° V2} 2 
1 J1 1 
É IE E) 2 
valores mínimo. 
E- 
2° V2} 2 


SA A baia Bro, il 
Portanto, o valor máximo é 5 e o valor mínimo é — o 


40. z=xy —-2<xx<2e-2<y<2 
A figura que segue mostra o domínio em análise. 
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No interior já foi analisado no exercício anterior. 


ABS x=2 
z=2y 
z'=2 


f (2,-2) =—4 — valor mínimo 
f (2,2)=4— valor máximo 
Similarmente: 

f(-2,2) =—4 > valor mínimo 
f (-2,-2) =4 — valor máximo 


Portanto, o valor máximo é 4 e o valor mínimo é -4. 


41. f(x, y)=2+x+3y x20 y20 x+y<l 
A figura a seguir mostra o domínio em análise. 
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A função não tem pontos críticos no interior do domínio. Na fronteira, também não há 
pontos críticos. Por exemplo, no segmento que une os pontos (1,0) e (0,1), temos: 
x+y=1 


x=1-» 
z=2+1-y+3y 
Zz=3+2y 

Z=2 


Basta, então, verificar o valor de f nos pontos (0,0), (1,0) e (0,1). Temos: 
f(0,0)=2 > mínimo 

f(L0)=2+1 

f(0,1)=2+3=5 — máximo 

Portanto, o valor mínimo é 2 e o valor máximo é 5. 


42.2=x+y'-3xyy 0<x<3 -1<y<3 
A figura que segue mostra o domínio em análise. 


Pa add dO 
Tsay 3x=0 
x -y=0 
y-x=0..x=yº 
din O 

y(x’ -1)=0 
y=0>x=0 

y =1 
y=l=x=1 
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Pontos para análise (1,1) e (0,0). 
Analisando a fronteira temos: 
x=3,-1<y<3 


z=27+y -9y 
z'=3y —9 
39-90 

3y =9 
y=+4/3 


Pontos para análise: (3,3 ) ; 


y=3,0<x<3 
z=x +27-9x 
x=+33 


Pontos para análise: (43,3) 


x=0,-1<y<3 
z=y 
z'=3y > y=0 


Pontos para análise: (0,0) 


y=-1,0<x<3 
z=x -1+ (3x) 
z'=3x" +3 
3x =-3 


2 ~ 
x“ =-] não d valores 
Vamos fazer o quadro resumo: 


PONTOS LOCALIZAÇÃO 


IMAGEM DO PONTO 


(0,0) Fronteira 0 
(1,1) Interior -1 
(3, RE ) Fronteira 27-643 
(3 , 3) Fronteira 27-643 
(0,-1) Fronteira -1 
(0,3) Fronteira 27 
(3,-1) Fronteira 35 
(3,3) Fronteira 27 


Portanto o valor mínimo da função do domínio dado é igual a -1 e o valor máximo é igual a 


2T. 
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43.2=y'-x'-3xyy -l<x<l -2<y<2 
A figura que segue mostra o domínio em análise: 


Ed E 

Ox 

fr 3y”-3x=0 

Õy 

Resolvendo o sistema temos 
Sy = y=0 
y -x=0 


Da primeira equação temos y = —x?. Substituindo este resultado na segunda equação 
obtemos: 
x -x=0 


$ =1:.4=1 
Temos assim os pontos (0,0) e (1,1) para analisar. 
Analisando a fronteira vem: 


x=1,-2<y<2 
z=y -1-3y 
z'=3y -3 
3y =3 

y=+ 


Assim, temos os pontos (1,1) e (1,-1). 
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y=2,-Isx<l 
z=8-x -6x 
z'=-3x -6 
3x’ +6=0 

3x =—6 


Neste caso não temos pontos para analisar. 


x=-,2<y<2 


z=y +1+3y 
z'=3y? +3 
3y =-3 


Não existem pontos para analisar. 


y=-—2,-1<x<1 
z=-8- x +6x 
-3x +6=0 

3x =6 


x=+42 
Os pontos (VB, 2) ( J2, 2) não pertencem a região analisada. 
Estabelecendo o quadro resumo vem: 


PONTOS LOCALIZAÇÃO | IMAGEM DO PONTO 

(0,0) Interior 0 

(1,-1) Fronteira 1 

(1,1) Fronteira -3 

(1,2) Fronteira 1 

(-1,2) Fronteira 15 

(-1,-2) Fronteira -13 

(1,-2) Fronteira -3 


Dessa forma temos que o valor máximo é 15 e o valor mínimo é -13. 


44. Dada a função z = ax? + by? +c, analisar os pontos críticos, considerando que: 


a) a>0 e b>0 
b) a<0e b<0 


c) aeb têm sinais diferentes. 
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a) Temos um parabolóide virado para cima, com vértice em (0,0,c). Portanto, (0,0) é 
ponto de mínimo; 

b) Temos um parabolóide virado para baixo, com vértice em (0,0,c). Portanto, (0,0) é 
ponto de máximo; 

d) Neste caso temos que (0,0) é ponto de sela. 


45. Um disco tem a forma do círculo x? + y? <1. Supondo que a temperatura nos pontos 


do disco é dada por T(x,y)=x? -x+2y?, determinar os pontos mais quentes e 
mais frios do disco. 


T(x, y) =x? xy 


Ca =2x-1 

Ox 

TOPS 

0y 

Resolvendo o sistema: 
2x-1=0 
4y=0 


1 iana l 
obtemos o ponto (žo) na região interior do disco. 


Analisando a fronteira temos: 


T(x, y) =x" -x+2(1-x)=-x°-x+2 


T'=-2x-1 

—Dx-1=0 

x=-1/2 

peço 
2 


5 


Assim temos os pontos Za 3 
2 2 


Verificando as imagens dos pontos dados temos: 
T(/2,0)=-1/4 


T =, N3 =9/4. 
2 2 
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5 


Os pontos mais quentes do disco são (zf) e o ponto mais frio é (žo); 


46. A distribuição de temperatura na chapa circular x? + y? <1 é 


T(x, y)=x" +y” —2x+5y-—10. Achar as temperaturas máxima e mínima da chapa. 


Temos 
e =2x-2 
Ox 
EE 2y+5 
0y 
Resolvendo o sistema 
2x-2=0 
2y+5=0 


obtemos o ponto (1,-5/2), que está fora do domínio. 
Na fronteira, usando y =Ẹ41-— x? , temos 


T=x"+y"-2x+5Vl-x* —10 


=-9-2x+5NI-x? 
e 
RR ap 
=x? 
5x 2 5 
Fazendo — 2 — =0, obtemos o ponto | -—==, —= |. 
=x? 429 5) 


2 ' 
Observe que x =—= não satisfaz a equação T'=0. 


29 


Ainda, na fronteira, usando y =-—V1—x” , temos 


T=x'+y"-2x-5Vl-x? —10 


=-9-2x-5VI-x? 
T'=-2+ 2 ; 
LS 


Fazendo T'=0, obtemos o ponto 


| 
29" 29) 
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Analisando as imagens dos pontos vem: 


T Z 5 a 9-29. 
29 29 
Portanto, a temperatura máxima da chapa é -9+4/29 e a temperatura mínima é 


-9-429 . 


47. Achar as dimensões de uma caixa com base retangular, sem tampa, de volume 
máximo, com área lateral igual a 5 cm’. 


O problema pode ser modelado por 
max abc 

> ab+2bc+2ac=5. 

Usando a função lagrangeana temos: 

L=abc-a(ab+2bc+2ac—5) 

ôL 


— =bc-ab-2ca=0 
da 


Cr SO 
Ob 


Dih 2ab—2aa =0 

c 

Pl ab -2bc -2ac+5=0 
a 


Resolvendo o sistema vamos obter as dimensões da caixa iguais a É 3 2 5. 
3’ N3 243 
48. Entre todos os triângulos de perímetro igual a 10 cm, achar o que tem maior área. 
Supondo o triângulo de lados a,b e c, a situação dada pode ser modelada por: 
max s(s-a)(s—b)(s—c) 
a a+b+c=10 
sendo que s é o semiperímetro. 


A função lagrangeana fica: 
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L=5(5-a)(5-b)X5-c)+a(a+b+c-—10) 


R 5(5-b)(5-c)+a =0 
da 

= 5(5-a)(5-c)+a=0 
Ln 5(5-a)(5-b)+a =0 
dc 

E mi ds E 

od 


: ONTE e 10 
Resolvendo vamos obter todos os valores das dimensões iguais a ma Dessa forma 


estamos diante de um triângulo equilátero. 


49. Achar o ponto da esfera x? + y? +z? =4 mais próximo do ponto (3,3,3). 
A situação dada pode ser modelada por: 


E Ja- 40-43) 


sa x +y +z =4 


A função lagrangeana fica: 


L= (4-3) +(y-3)? +(2-3) +a(x? +y? +z?—4) 
ôL 1 


L =- ((x-3} +(y-37 +(2-3)) "2 2(x-3)+20x=0 
ox 2 
Ela PO aea aad 
ôy 2 
Elo E E a EO A 
o 2 


a =x +y +z’—4=0. 
da 


Resolvendo o sistema vamos obter o ponto 


3 3 


50. Em uma empresa que produz dois diferentes produtos, temos as funções de demanda 
Q, =40-2P, —P, 
Q, =35-P, -P, 
onde Q,, i=1,2, representa o nível de produção do i-ésimo produto por unidade de 
tempo e P,, i=1,2, os respectivos preços. A função custo é dada por 


C =Q? +0} +10 
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e a função receita é dada por 
R = PQ, + P,Q. 
a) Sabendo-se que 
lucro = receita — custo 
encontrar a função lucro. 


A função Lucro é dada por L= PQ, + P,Q, -Q? -02 —10. 


b) Achar os níveis de produção que maximizam o lucro. 


Temos: 


L= PQ, + P,Q, -Qf - Q; -10 
=P (40-2P -P,)+ P,(35- P- P,)-(40-2P -P,} -(35-P -P,} —10 


=-7P° -8P P, +270P, —3P, +185P, -2835 


Derivando vem: 
OL - L14P -8P, +270 
o) 


1 


= -8P —6P, +185 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema obtemos (P,P) 


í 2) ; 
E que é um 


ponto de máximo. 


Assim, os níveis de produção que maximizam o lucro são: 


0, =40-2P,-P, =2 
Q, =35-P -P, =. 


c) Qual é o lucro máximo? 
Quando aplicamos esses valores na função lucro vamos obter o lucro máximo que é igual a 
98,75. 


51. Determinar o ponto P(x, y,z) do plano x+3y+2z=6, cuja distância à origem seja 
mínima. 
A situação dada pode ser modelada por: 
min yx +y +z’ 


sa. x+3y+2z=6 
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Usando a função lagrangeana vem: 


L= x +y’ +z’ -o(x+3y+27-6). 


Derivando vamos ter 


— =- 4x +y +z 2X. 
Ox zl $ ) 

e E 2y-3a 

Oy 2 

— =>|x +y +z 27-24 

Oz zl d ) 

L 

C E 

da 

; ; 396 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos obter o ponto Asa 


52. Determinar três números positivos cujo produto seja 100 e cuja soma seja mínima. 
Podemos modelar essa situação como: 
min x+y+2z 
> xyz =100 
A função lagrangeana fica 
L=x+y+z-a(xyz —100) 


Derivando vem: 


da 


Igualando a zero e resolvendo o sistema vamos obter os valores 


x=3/100,y = 100,2 = 3/100.. 


= —(xyz — 100) 


53. Uma firma de embalagem necessita fabricar caixas retangulares de 64 cm? de volume. 
Se o material da parte lateral custa a metade do material a ser usado para a tampa e 
para o fundo da caixa, determinar as dimensões da caixa que minimizam o custo. 


Supondo a caixa com dimensões da base igual a e b e altura c. Supondo também que o custo 
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da tampa e fundo é igual a x, vamos ter que a situação pode ser modelada por: 


min x2ab+ 2 (2ac+2bc) min 2abx+acx + bcx 
2 ou 
sa abc = 64 


sa abc=64 


A função lagrangeana é dada por: 
L = 2abx + acx + bcx — a (abc — 64) 


Calculando as derivadas, vem: 


Gê =2bx+cx—a(bc) 
da 

E =2ax+cx—a(ac) 
Ob 

a =ax+bx—-a(ab) 
Oc 

e = 2ab+ac+(bc) 
Ox 

o = 64 —- abc 

da 


Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos as dimensões da caixa como: 


a=32,b=432,0=24/32. 


54. Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se ajusta aos dados: 
a) (1,2); (0,0) e (2,3). 


Para estruturar o sistema de equação que nos dá a solução vamos calcular: 


Y= +0 +2 =5 
k=1 


3x, =1+0+2=3 


k=1 


S xy, =1.2+0.0+2.3=8 


k=1 


2,3, =2+0+3=5, 
k=1 
Temos, então, o sistema 


5ï5a+3b=8 
3a+3b=5. 
Resolvendo esse sistema, obtemos 
a= 3 e b an 
2 6 
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Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de pontos dados é a reta 


eg 
a 


A Figura que segue ilustra o resultado. 


2: º 


b) (0,D; (1,2); (2,3) e 2,4). 
Para estruturar o sistema de equação que nos dá a solução vamos calcular: 


Dx =0"+1242242"=9 


k=1 


$x, =0+1+2+2=5 


k=1 


S xy =0.1+1.2+2.3+2.4=16 


k=1 


$ y, =1+2+3+4=10. 
k=1 
Temos, então, o sistema 


9a+5b=16 
5a +4b=10. 
Resolvendo esse sistema, obtemos 
14 10 
a=— e b=—. 
11 11 
Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de pontos dados é a reta 
=H yA 
ar 


A Figura ilustra esse exemplo. 
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55. Determinar as dimensões do paralelepípedo de maior volume que pode ser inscrito no 


1 1 
tetraedro formado pelos planos coordenados e pelo plano x+ a + 7º 1. 


A situação pode ser modelada por: 


max xyz 
1 1 

sa. x+t-y+-z=1. 
3 2 


Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 


1 1 
L=xyz—a(x+ +—z-—1 
xy ( 3" 3 ) 


pai 

Ox i 
aa 

oL 

—=xy-al2 

Oz is 

a x-y/3-2/2 
da 


i 1 2 ; x P 
Resolvendo o sistema vamos encontrar z 1, 3 para as dimensões do paralelepípedo. 


56. Precisa-se construir um tanque com a forma de um paralelepípedo para estocar 270 m? de 
combustível, gastando a menor quantidade de material em sua construção. Supondo 
que todas as paredes serão feitas com o mesmo material e terão a mesma espessura, 
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determinar as dimensões do tanque. 
A situação pode ser modelada por: 
min 2ab+2ac+2bc 
= abc = 270 


Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 
L=2ab+ 2ac +2bc — a (abc — 270) 


a = 2b +2c — abc 
da 
SE =2a+2c— aac 
Ob 
el =2a+2b- cab 
c 
el) = 270 — abc 
da 
Resolvendo o sistema vamos encontrar 3/10,33/10,3N10 para as dimensões do 
paralelepípedo. 


Nos exercícios 57 a 61, determinar os pontos de máximo e/ou mínimo da função dada, 
sujeita às restrições indicadas: 


57. z=4-2x-3y; x +y =1 
Vamos definir a função lagrangeana 
L=4-2x-3y-a(xº +y’ —1). 


Calculando as derivadas temos: 


CER, 

Ox 

CE, 

y 

oL 2 2 
ELERE PE E 
da ASAS, 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar dois pontos: 


) que é ponto de mínimo e l Jane é ponto de máximo. 


20.3 -2 -3 

V13 13 V13 13 

Observe que o método de Lagrange não permite classificar os pontos. Isso foi feito através 
de uma visualização geométrica. 
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58. z=2x+y; x +y =4 

Vamos definir a função lagrangeana 

L=2x+y-al(x’ +y —4). 


Calculando as derivadas temos: 


êL a_a 

Ox 

quo 

y 

OL 2 2 
His = 
da Rua 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar dois pontos: 


E A) que é ponto de mínimo e (5 E] que é ponto de máximo 
5 4/5 5 4/5 i 


Veja observação no final do exercício anterior. 


59. z=x° +y"; x+y=1 
Vamos definir a função lagrangeana 
L=x ty -a(x+y-—l1). 


Calculando as derivadas temos: 


ER 
Ox 
aa 
0y 

oL 

ES aa eo 
da ai 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar um único ponto 


, 


22 
é um ponto de mínimo. 


11 : as 
[5 3 . Observando que estamos diante de um parabolóide virado para cima, temos que este ponto 


60. z=xy; 2x +y =16 
Vamos definir a função lagrangeana 
L=xy-a(2xº +y —16). 


Calculando as derivadas temos: 
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oL 

— = y- 4ax 

Ox 

oL 

E E A 

0y é 

oL E Ag 
— = 16-xº — 
da E 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar quatro pontos para 
serem analisados. Basta lembrar-se da geometria do gráfico da função (função com um 


ponto de sela), e conferindo as imagens dos pontos podemos dizer que (2,2/2) e É 2042 ) 
são pontos de máximo e 22/02 ) e E 2,242 ) são pontos de mínimo. 


61. f(x,y,z) =x" +y +z"; x+y+z=9 
Vamos definir a função lagrangeana 
L=x +y +z -a(x+y+27-9). 


Calculando as derivadas temos: 


t 
Ox 
Lo 
0y 
oL 
Ses 
Oz É 
oL 
=9 
da REA a 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar um único ponto: 
(3,3,3). Analisando geometricamente o problema concluímos que o mesmo é ponto de 
mínimo. 


62. Determinar o ponto do plano 3x+2y+4z=12 para o qual a função 
f(x,y,z) =x +4y +57 
tenha um valor mínimo. 
A situação pode ser modelada por: 
min x +4y +57 
È 3x+2y+4z-12=0 


Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 
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L=x"+4yº +57” -a(3x+2y+427-12) 


L 
el =2x-3a 

Ox 

2 8y-2a 

Oy 

se =10z- 44a 

Oz 

L =-(3x+2y+4z-12) 

da 

: 30 5 8 E 

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos o ponto (2.55). que é um ponto de 


mínimo. 


63. A reta t é dada pela interseção dos planos x+y+z=1 e 2x+3y+z=6. 
Determinar o ponto de t cuja distância até a origem seja mínima. 
A situação pode ser modelada por: 
min x? +y +z’ min xy +z 
sa. x+y+z=1 ouşssa. x+y+z=l1 
2x+3y+z=6 2x+3y+z=6 


Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 


L=x +y +z -a(xty+z-D-8(21+3y+72-6) 


-n 2x-& -2p 

Ox 

E 2y-a -3B 

Oy 

OL 

E =2z-da-— 

oz 

k =1-x Z 

da á 

2 =6-2x-3y-z 

op 

7 17-5 

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos o ponto [as] E 
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64. Determinar a distância mínima entre o ponto (0, 1) e a curva x? =4y. 


A situação pode ser modelada por: 


min (x-0)? +(y-1) A = +? 


sa. xº=4y 


sa. xº=4y 
Derivando a função lagrangeana temos: 


L=x"+(y-1)º -a(x —4y) 


PD E 

Ox 
Cada 
0y 

ðL 5 
Tajye 

da PR 


Igualando a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar o ponto (0,0). Dessa forma a 
distância mínima é J(x-0) +(y-1)? = (0-0)} + (0-1)? =1. 


65. Achar os valores extremos de z =2xy sujeitos à condição x+ y=2. 
Vamos definir função lagrangeana 
L=2xy-a(x+y-2). 


Calculando as derivadas temos: 


oL 

— =2y-a 
Ox é 
a e 
0y 

oL 
PS D 
od KE 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar o ponto (1,1) que é 
ponto de máximo. 


66. Determinar o ponto do plano x+ y-—z=1 cuja distância ao ponto (1, 1, 1) seja mínima. 


Como o ponto (1,1,1) pertence ao plano dado, a distância mínima é zero e portanto o ponto 
do plano é (1,1,1). 
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67. Mostrar que o paralelepípedo retângulo de maior volume que pode ser colocado dentro 
de uma esfera tem a forma de um cubo. 


Vamos considerar que o paralelepípedo tem dimensões a, b e c. A esfera tem raio r. 
A única hipótese para termos um paralelepípedo de maior volume inserido na esfera de raio 
r é que a sua diagonal (Va? +b? +c”) tenha a medida do diâmetro, ou seja, 2r. 
Dessa forma podemos modelar um problema de maximização como segue: 
max abc 
sa. a +b?’ +c =4r° 
Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 


L=abc-a(4r -a° -b -c°) 


CEN T 

da 

do Dai 

Ob 

CL pah 

dc 

oL 2 2 2 2 
a (4r aí —b o) 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema obtido vamos obter que 
a=b=c, o que caracteriza que o paralelepípedo é um cubo. 


68. Calcular as dimensões de um retângulo de área máxima inscrito numa semi- 
circunferência de raio 2. 


Ao inscrever um retângulo, de dimensões a e b, de área máxima, na 
2 

ii R ; , ; $ a 
semicircunferência de raio 2, fica estabelecida uma relação tal que 2° =b? + —. 


Dessa forma a modelagem da situação fica: 


max ab 


s.a. T +b? =4 
4 


Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 
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2 
L=ab-a(4-b' -T 


E hiaat 
da 
C ERIE? 

2 
LE a 
da 4 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema, obtemos a=2b e b=2, 
caracterizando as dimensões do retângulo [22 „V2 ). 
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CAPÍTULO 6 
6.2 - EXERCÍCIOS 
pág. 197 - 198 


Nos exercícios de 1 a 9 representar graficamente os seguintes campos vetoriais. 


: f(x,y) =-xi -yj 


2: f(x,y,z) =xi+yj+zk 


ZA 


E add 
a E O a CS 
x iion 
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3. f(x y)=-yi+xj 
dá 


4. f(x, y)=2i 
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xi+yj+zk 


dx ay de 


6. flx, y,z)= 


N 
a 
is 
pa 
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i Hu)=[n.5) 
NTV 
a r cciá 


2 


A 


8. Suponha que a temperatura em um ponto (x,y,z) do espaço é dada por 


x?’ +y’ +z’. Uma partícula P se move de modo que no tempo t a sua posição é 
dada por ket). 


a) Identificar a função escalar que nos dá a temperatura num ponto qualquer do 
espaço. 


flavia) +y +z’ 

b) Identificar a função vetorial que descreverá o movimento da partícula P. 
rie)=ti At Jrk 

c) Determinar a temperatura no ponto ocupado pela partícula em t = - . 


Para ja temos o ponto P = RR . Assim, 
2 248 


111 1 GY AY 1 1 1 16+4+1 2 . 
f 750 |= F + a o is = uni. temp. 
2'4'8) (2 4 8) 4 16 64 64 64 
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9. O campo vetorial f= E z i + 
x +) x +) 


z j aproxima o campo de velocidade da 


água, que ocorre quando se puxa um tampão numa canalização. Representar 
graficamente este campo. 


10. Seja D um sólido esférico de raio r. A temperatura em cada um de 


seus pontos é 
proporcional à distância do ponto até a superfície da esfera. 


a) Usando coordenadas cartesianas, determinar a função que define 
temperatura. 


T=Kp- J +y =z] 


o campo de 


b) Determinar as superfícies isotermas do campo de temperatura em D, isto é 
determinar as superfícies em que a temperatura é constante. 


Supondo que a temperatura é constante temos 
T=k, 


kr- +y’ tz? J=k, 


264 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 197 - 198. 


; . ne f k, , 
Assim temos uma superfície esférica de raio r -— y’ centrada na origem. 


11. As funções a seguir definem campos vetoriais sobre R”. Determinar e fazer os 


f 


gráficos das curvas onde é constante. 


a) f=xi+yj 
A 


2 2 
x +y =k 
x? + y? = k? 
Temos uma família de circunferências de raio k centrada na origem. A figura que segue 
mostra a representação gráfica, apresentando-se alguns membros da família de curvas. 


ep 
16 


Temos uma família de elipses centrada na origem. A figura que segue mostra a 
representação gráfica, apresentando-se alguns membros da família de curvas. 
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Temos uma família de retas verticais. A figura que segue mostra a representação gráfica, 
apresentando-se alguns membros da família de curvas. 
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d) f=(x-25 +(y-4)j 


F= Ve-2F +0 -4 


(x-2F +(y-4F =k? 


Temos uma família de circunferências centradas em (2,4). A figura que segue mostra a 
representação gráfica, apresentando-se alguns membros da família de curvas. 


12. Um tanque tem a forma de um paralelepípedo retângulo cuja base tem dimensões 
Im e 2m e cuja altura é 1,5m. O tanque está cheio de uma substância com densidade 
variável. Em cada ponto, a densidade é proporcional à distância do ponto até a 
superfície superior do tanque. 


a) Determinar a função que define o campo de densidade. 


f(x,y. z)=k(L5—2) 


b) Determinar as superfícies em que a densidade é constante. 


k(1,5-z)=a 
15-z=É 

k 
15-z=b 
z=15-b 
Z =C 


Planos paralelos ao plano xy. Ou planos paralelos à base do tanque. 
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13. A temperatura nos pontos de um sólido esférico é dada pelo quadrado da distância 
do ponto até o centro da esfera. Usando coordenadas cartesianas, determinar o 
campo temperatura. 


A distância de um ponto até o centro é dada por d? =x" + y? +z’. Assim a função que 


modela o campo de temperatura é T(x, y, z) =x? +? +z’. 


14. Um campo minado tem a forma de um retângulo de lados a e b. O campo foi 


paid E a b pra Gi 
dividido em pequenos retângulos de lados — e —, m e n inteiros e positivos. Os 
m n 


explosivos foram colocados nos vértices desses retângulos. Usando coordenadas 
cartesianas, descrever analiticamente este campo. 


rese se (19)lr-Ley-2, Elsa tj Elsa 


O nos demais pontos. 


15. As funções a seguir definem campos vetoriais em NR”. Determinar e fazer os 
gráficos das curvas onde f tem direção constante. 


a) f=xi+2yj 


Devemos ter tg0 =c , c constante, onde 0 é o ângulo formado pelo eixo positivo dos 


xe f. Assim, se f =( fi, fa), devemos ter h =c. 
1 
fa 29 Cx E e : 
Temos, — =— =c ou y = Ei que é uma família de retas que passam pela origem. 
x 


1 
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b) f=xi+yj 
Temos, 
y 


55 
X 


c ou y= cx”, que é uma família de parábolas. 


y 


N 


N 


Y 


. que é uma família de retas verticais. 


y 
8 
6 
4 
2 
x 
-8 p 8 
-2 
-4 
-6 
-8 
d) f=xi +y] 
y’ 
Temos: — =c ou y’ = cx , que é uma família de parábolas. 
x 
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N 


Y 


16.0 campo f(x, y)= yi —xj representa a velocidade de um volante em rotação 
rígida em torno do eixo z. Descrever graficamente o campo. Qual o sentido do 
movimento de rotação? 


Segue a descrição gráfica do campo 


a 
ia 


Temos o sentido horário. 


17. Um furacão se desloca na superfície terrestre, atingindo uma faixa retilínea de 20 
km de largura. Na zona central da faixa (2 km de largura) a velocidade do vento é 
de 200 km/h. Nos demais pontos é dada por v = 200 —- 14x, onde x é a distância do 
ponto até o centro da faixa. Esboçar o campo. 


A figura que segue apresenta um visual focado em um ponto. Mostrando apenas que os 
vetores velocidades diminuem na medida em que nos afastamos do centro da faixa. 
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-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 


18. Seja P, um ponto fixo no espaço e d (P, P,) a distância de um ponto qualquer P até 


P,. Se P, têm coordenadas cartesianas (Iezo) e P= P(x,y,z), descrever 
analiticamente este campo. 


fly a)=[Vle a) +0- te-a) 


19. Uma cidade x está localizada a 1100m acima do nível do mar. O plano diretor da 
cidade prevê a construção de edifícios, desde que eles não ultrapassem a cota de 
1140m. O relevo da cidade é bastante irregular, tendo partes altas e baixas. 
Definimos um campo escalar em x, associando a cada ponto P, a altura máxima que 
poderá ter um edifício ali localizado. Descrever analiticamente este campo. 


A altura máxima do edifício (A), é função da cota e é dada por A=1140-z, onde z é a 
cota da localização do edifício. 


20. 
a) Escrever uma função vetorial em duas dimensões que define um campo vetorial, 
cuja intensidade seja igual a 1. 


f=o(xi+yj) 
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F =1> Je'x' +a'yº =1 
ane +y El 


Observa-se que outras funções podem ser definidas. 


b) Escrever uma função vetorial em três dimensões que defina um campo radial, 
cuja intensidade seja igual a 1. 


X = y = K, T 


f= i + j+ k 
Jx +y +z’ Jx? +y +27? J2 E +z? 


c) Escrever uma função vetorial em duas dimensões que defina um campo vetorial 
tangencial, cuja intensidade em cada ponto (x, y) é igual a distância deste ponto 
até a origem. 


(xi +) 7} f(x, y) =0 
Fæ y] =y +y? 


x.ay-y.ax=0 

f(x% y)=(ay,—ax) 

[CNO ER parte 
-ley 


Dessa forma temos que |o|=1. Assim 


f(x, y) = (y,—x) ou f(x, y)= (- y, x). 
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CAPÍTULO 6 
6.6 - EXERCÍCIOS 
pág. 212 -214 


1. Calcular, usando a definição, a derivada direcional do campo escalar f (x, y) no 


ponto indicado e na direção Y =i + j 


a) f(x,y)=2xº +2yº em P(11) 


O vetor unitário na direção de v é b = : = (11) al z i = ). Observe a Figura 
pp imo iyv2 42 


a 


3 


o a ed 


sidade i 


a, 
`, 
` 
`, 
` 
`, 
` 
` 
`, 
` 
N, 
` 
`, 
pa poia 


O AQRP é semelhante ao AMNP . Temos: 


PM =1 PQ =s 
~ 1 — S 
PN = — e R = — 
J 5) 

—— 1 — kY 
N = — R = — 
J2 J2 


Temos 
P nd OAN 
a) S S—>0 S 
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=lim 
s>0 S 
2 2 
(15) rafi] —[2.1+2.1] 
s>0 S 
2s s? 
4 1+—=+— |-4 
= lim 
s—>0 S 
8s E 
—— +25 
tim 2 
s—>0 S 


b) f(x, y) =2x+ y em P(- 12) 


O vetor unitário na direção de v é b = - = (11) | : ; L ). Observe a Figura 
pp ist (v2 42 


Q” 
i 
| 
H 
H 


S S S 
Temos que: PR =—= e Q 1,2+ : 
i J2 í ) 


Assim, 

; > 1245] fei) 
T (P)= lim E 2 

KY S50 S 
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À a-1)+2+ tetos 2) 


lim 
S50 S 
2s sS 
—=-2+2+—= -0 
= tim 2 J2 
S—>0 S 
im 


c) f (x, y) =e" em P(0,1) 


TR zoa V 1,1 1 1 . 
O vetor unitário na direção de v é b = ( j Observe a Figura 


E a Aaa 
Ty a 
e, 
N M f 
N a 
S S 
Temos que Q| ——=, 1+ — |. 
i E E) 
Assim: 
S S 
rat ro 
F (p)=lim 2º v42 
os s>0 S 
EE “ea 
= lim 
s>0 S 
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Nos exercícios de 2 a 6, calcular, usando a definição, a derivada direcional no ponto e 
direção indicados. 


2. f(x, y) =x -y?, P(1,2) na direção dev =2i +2j 


vo (2,2) -( Ed 
J2 2 


O vetor unitário na direção de v é b = . Veja a figura que segue 


pj 444 


276 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 212-214. 


2s s’ 4s a 


S 
l+—=+ +3 
f (p = lim v2 2 V2 2 
Os 550 S 
— 2s 
e 
s 5 s 
of E 
J (P)=lim = = -V2 . 
AA 550 2 


3 f (x, y, z) =xXy +Z , P(2,1,0), na direção do eixo positivo dos z. 


O vetor unitário na direção dada é b=k. O ponto Q ficará O(21, s). Ver figura que segue. 
Z 


Q 
X P 
y 
Assim, 
F in ( FLs)- ELON n 2.1+s-2.1_ . s 
à (P)= im Lado O Can 


4. f(x, y) =2x+3y , P(- 12) na direção da reta y = 2x 


Um vetor na direção dada é v =i +2j. Mais especificamente temos que o vetor unitário é 


aTe 5 | 
a 
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S 


J5 


1,242 


z) 


O ponto Q é dado por d . Ver Figura que segue 


S—>0 S 


A a 


J5 J5 


5 f (x, y) RR ay, P(11), na direção do vetor tangente utilitário à curva 
C: F(t)=(t,t?) em P(LI). 


Para definirmos o vetor tangente unitário temos: 
r(t)= (1,21) 
r'(1)= (1,2) 


278 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 212-214. 


ie) 


2 
Dessa forma temos que dı TE + =] . Ver figura que segue 


5º 45 


e B pa m a h m a a a a e a a a e 


a du a em 


Portanto, 
S 2s 
iea) -ran 
F (Pim 5 NS) O O J5 
Os S=50 S 
i 2s ? ( ) 
2—il+ 1+ 2-1-1 
fe id) 
= lim 
S=50 S 
2-1 2s s’ 4s 45° 2.88 
ame CE a O E -inf -s > E 
850 S S—>0 S S50 5 5 


6. f(x, y, z) =2x+3y-z, P(LL-1), na direção do eixo positivo dos y. 


O vetor unitário na direção dada é b=;. 


Dessa forma temos Q = (11 + s—1). Ver figura que segue. 
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Q 
Portanto, 
of (P)= tim FOI s—D= f(L1,-) Es 2+3(1+s)+1-(2.1+3.1+1) a 
Os 550 S 550 S 


Nos exercícios 7 a 17, calcular o gradiente do campo escalar dado. 


7. flx y z)= x +x +yz 
grad f =(y+z)i +(x+z)j+(x+y)&k. 


8. f(x, y,z)=x° +27" +47? 
grad f =2xi +4yj+8zk. 


9. fx, y)=39" -2y 
grad f =3y%7 + (9? so 


10. f(x,7,2)= yz 
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grad f = (me) z xi + (oe zx j+ h RR 


oo xyz = Joz = 

grad f E i + 2y j+ E k. 
11. flx yz) =z- +y? 

1 SS | al so E 

grad f ==> (x° +y?) 2.2xi = Ey) 22yj+k 


do ta y = 


grad f = —— i +k. 
Tey JE 


jo: f(x, y) Sg o 


2x°+y 


grad f = 00 4xi +e Yj. 


13. f(x, y)=arctg xy 


Yo 7 
rad f = i + 
Pen 1+x)y* 1+x?yº 
2X 
Rico 


15. f(x,y,z) =2x + yz’ +In z 


T as 1\- 
grad f =2yi +(2x+ is(2m+ 5) 
% 


16. f(x, y,z)= |2 


Z 
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1 


+“ =l 
TIOE pE) ek 
Z 
+ 


2h. E Z PANA PAR + z? 
1 E E 2 
grad f = E Tad £ a 2 E k. 
2z\ x+y 2z\x+y 2z x+y 


17. f(x, y,z)= zelo 


Da 2 
grad f =2xz.e" 7” i — z.e” 


- 2 — 


j+” k. 


-=y 


Nos exercícios de 18 a 24, representar geometricamente o campo gradiente definido pela 
função dada: 


18. u(x,y,2)= (e +y’ +z?) 


=] > 1 şo I - 
radu = —.2xi ——.2y j ——.2zk 
8 r 6 yJ 6 


=} > 1 a 1 > 
radu = — xi — i—>zk 
8 3 374 3 


Veja a representação gráfica a seguir 


19. u(x, y)= 2x+4y 
gradu =2i +4j 
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Veja a representação gráfica a seguir 


1 
20. uļx, y) = —— 
l ) Jx? +y? 
gradu = a É 4 j 


21. u(x, y)= ir 
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grad f = Ai =x 


Veja a representação gráfica a seguir 


22. u(x, y)= x+y’ 
gradu =2xi +2yj 
Veja a representação gráfica a seguir 
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23. u(x, y) =2x-y 
gradu =2i — j 
Veja a representação gráfica a seguir. 


24. u(x, y, z) =2x° + 2y? +2z* 
gradu = 4xi +4yj+4zk 
Veja a representação gráfica a seguir 


Z 
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25. Seja f (x, y) =2x” +5y°. Representar geometricamente Vf (xy, Yo), sendo (x, y) 
dado por: 


Temos: 
Vf =4xi +10yj 
Assim: 
a) VF(LI)=4i +10; 
b) Vf(-1,1)=—4i +10; 
1 N k 
ovr(ž3] =27 +1043] 
Veja a representação gráfica 


20 gradf(1/2,10sgrt(3)) 


15 


gradf(-1,1) gradf(1,1) 


26. Dados fi z) e 52) e a função f (x, y) = Ín xy, determinar o ângulo formado 


pelos vetores Vf (A) e Vf (B). 


Temos que: 
Fc, y)=nxy 
3 a Ee ee 
yee] 
y Y y 
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(1235) 
3 


2 14 
posp 4 L 21 
Jé je 

9 4 


Assim, 


O = arccos 


14 
Jr 
27. Provar as propriedades (a), (b), (d) da Subseção 6.4.3 


(a) grad (cf ) =cgrad f 


Seja f= f (x, y, z) uma função e c uma constante. Podemos escrever cf = cf (x, y, z) 
O 2 0 15 0 > 

radicf)=—cfi+— cf j+—cf k 

grad(cf ) ad ay x? 


Usando propriedades das derivadas, vem: 


grad(g)=c Li teL re 


x Oz 
=c a ygTg 
Ox Oy Oz 

=cgrad f . 


(b) grad (f +g)= grad f + grad g 


Seja f = f(x, y,z)e g = g(x, y,z) e f +g = f(x, y,z)+ g(x, y,z) 
Temos: 


sradlf +8)= E (la 3.0) elvi EUes y) ye) elev) 


graa(y +e)-(2 22 sæ) (L2) 


Ox Ox Oy Oy Oz O 

Of - Og = of = Og = of E Og a 

Hdf+g)= + + + + k +->k 

POETER or a 
Of -+ of = of e Og = Og = Og = 
df+g)= + +Dk |+ + +—>k 
ae g 8) Es eu Oz ) [E ae Oz ) 
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grad(f + g)= grad f + grad g 


2 


(d) srad É) B g.grad f — f.grad g 
8 


g 
a n ahu 
8) Ng 3y 8 az \ g 
Põe gÃçõã Ep 
srad £)- O» np O Ode E A 
g g g 
Of = Og = Of = Og = ð 0, 
f sai Eira Eji f k 
graa( )- i z É 
g g 


ôx y Oz Ox O Oz 


2 


(2r ja LE) (ZrZr 
i l 


grad í f 
E 


eraa É |- e.grad f — f.grad g 


g g” 


28. Determinar e representar graficamente um vetor normal à curva dada no ponto 
indicado: 


a) 2x? +3y? =8 ; Ph, 2) 


Temos: 
f(x, y)= 2xº +3y? —8 
Vf =4xi +6yJ 


vr(L2)= 47 +62 5 


Veja a representação gráfica. 
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b) y=2xº; P(-1,2). 


Temos: 
f(x, y)=2x -y 
Vf =4xi -j 


vVf(-1,2)=—4i -j. 
Veja a representação gráfica. 


c) x? +y’ =8 P(2,2) 


Temos: 
f(x y)=x +y -8 
Vf =2xi +2yj 


Vf(2,2)=4i +4j 
Veja a representação gráfica. 
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-1 


-2 


29. Determinar um vetor normal à superfície dada no ponto indicado e representá-lo 
geometricamente. 


a) 2x+5y+3z=10 ; (1.22) 


Temos 
F(x,y,2)= 2x+5y+3z-10 
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Vf=2i+5]+3k 
w(12:5)- 27 +5] +3k 


Veja a representação gráfica: 


Z 


N 


b) z =2x° +4y° ; P(0,0,0) 
Temos: 


f(x, y,z)=2x° +4y? -=z 
Vf =4xi +4yj -k 
Vf (0,0,0)=07 +07 -1k =—k 


Veja a representação gráfica 


c) 2z=x + y : P(1,1,1) 
Temos: 

fls z)=x° + y’ —2z 

Vf =2xi +2yj -2k 

Vf (1,1,1)=27+2j-2k 
Veja a representação gráfica: 


291 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 212-214. 


1 1 
30. Traçar as curvas de nível de f(x,y)= ~ H y? que passam pelos pontos (1,1), 


(1,-2) e (- 2,1). Traçar os vetores Vf (1,1), Vf (1-2) e Vf (- 2,-1) 
Temos as curvas de nível: 


1 1 Lo lo 2 2 
1,1)—>—.l1+—.1=1—>1=-— x" + >2=x" + 
00)>51+5 > y 
DD sad a idos 
2 2. 2 2 2 
(-2,-1) sae >x’ +y =5. 

2 2 2 


Temos os vetores gradientes: 
Vf=xi+yj 
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Nos exercícios 31 a 35, determinar uma equação para a reta normal à curva dada, nos 
pontos indicados: 


kys st) o BRA) 


Para o ponto P (1,1) temos: 


fœ y)=x -y 

Vf =2xi -j 

r(t)=ā+bt=(11)+ (2,1% =(0+2¥ +(1-t)j 
Assim, 

x=1+2t 


y=l-t>t=l-y>x=1+2(1-y) 
x=1+2-2y 
x+2y-3=0 


Para o ponto P(2,4) temos: 
vr(2,4)=2.2i -j=4i -j 


r(t) = (2,4) + (4,1 = (2444; +(4-1)j 
Assim, 


x=2+4t 
DE qe 
Assim, 
x=2+4(4-y)=>x=2+16-4y=>>x+4y-18=0. 


32. x? -y =1 ; B(21) 


Temos: 
flx y)=x -y -1 
Vf =2xi -2y j 


vf (2,1)=227-25 
F(t)=(V241)+ (22,2) 

P(A) = (2 +22; +(1-20)7 
Assim, 


tela 
l-y 


PREA ERR E 


Portanto, 
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12402. 52 


x=2+/2-42y 
x+/2y-2/2=0 


33. x-y =—4 ; P(-31) 
Temos: 
f y)=x-y° +4 
Vf=i-2yj 
-3,1)=(1,-2) 
F (t)=(-3,1)+(1,-2)r 
r()=(-3+t)i +(1-21)j 
Assim, 
x=3+t>Dt=x+3 
Es 
y=1-2(x+3) 
y=1-2x-6 
2x+y+5=0. 


34. x+y=4: B(31) 


Temos: 
f(x, y)=x+y-4 
Vf=i+j 


r(t)= (3,1) + (11) 
H0)= (30 + (+09 j 
Assim, 

x=3+t 
O aee 
x=3+y-1 
x-y-2=0. 


35. x? +y? =4 ; P(20) 
Temos: 
flx, y)=x +y -4 
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Vf =2xi +2yj 
Vf (2,10) = (4,0) 
r(t) = (2,0) + (4,0)t 
F(t)=(2+4t,0) 
Assim, 
x=2+4t 
= 
y=0. 


Nos exercícios de 36 a 40, determinar uma equação vetorial para a reta normal à superfície 
dada, nos pontos indicados: 


36. z=x" + y’ -l ; P, (1,1,1) 
Temos: 
f(xy z)=x +y —1-z 
Vf =2xi+2yj-k 
Vf (1,1,1) =(2,2,—1) 
r(t)=(1,1,1)+ (2,2,—1)t 

= (+20) +(1+20)j+(1-1)r 
ou 


(1-2); +(1-20); +(1+0)k 


37. x? +y? +z? =4 ; B=(1,/2) 2 =(1-/2) 
Temos: 
flx, yz) =x +y? +z -4 
Vf =2xi +2yj+2zk 
vy(11,/2)= (2,2,242) 
r(e) = (1,42) + 2,2,242} 
= (1+2) + (1+2) +2 42424 


vf(L1,-/2)= (2,2,-24/2) 
P(o)= (11,2) + (2,2,-2 2 
= (1420 +(1+20)7+(- 42-22 


38.27 Fy ar ; P=(345) 
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Temos: 

Feye) =r +97 
Vf =2xi+2yj-2zk 
Vf (3,4,5) =(6,8,—10) 


F(1)=(3,4,5)+(6,8,-10)1 


=(3+6t)i +(4+81) j +(5—10r)k 


1 1 
39. x+>y+>2=1 ; P(1,2,-3) 
2 3 
Temos: 


1 1 
x,y,z) =x+—y+-z-l1 
f(x,y,z) 50 


2z > 
V Re) j+4k 
f A yj 5 


seset] 
2 3 
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(ee) 
ES) 


41. Calcular F (ao 6) na direção v=2i —j: 
s 


a) f(x, y)=3xº -2y? ; (xo; Yo) = (1,2) 
Temos: 


grad f =6xi -4yj 
grad f(1,2)=6i -8j 


O vetor unitário na direção dada é b = Aaj Aa ka 


E e g 
of 2 i 
Laa- gge 


12 8 20 20⁄5 
EEE a s 


b) fim y)=e” ; (xo yo)=(=12) 


Temos: 
gradf = ye DT xe? j 
gradf(-1,2)=2ei -1e”° j 


E E E S 
e5 e NS ade” e 


=5e”. 
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gradf = (-xA (0 e -x -&+y)0- 


(1-x) (1-x) 


l-x+x+y-+- l-x =- 
aar E 
l+y +- l-x 


42. Calcular as derivadas direcionais das seguintes funções nos pontos e direções 
indicados: 


a) f (x, y) =e” cos y em (0,0) na direção que forma um ângulo de 45° com o eixo positivo 
dos x, no sentido anti-horário. 


Temos: 
a=i+j 
> (1 
z- 0) 


b) f (x, y, z) =4x° — 3y? +z em (-1,2,3) na direção da normal exterior à superfície 
x? +y +z’ =4, no ponto P(11,2). 
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Temos: 
F(x, y,z) =x +y +z -4 
VF =(2x,2y,2z) 


VF (1V2) =(2,2,242) 


à =(2,2,242) 
» o ez) ea) ( 1 2) 


V4+4+8 4 Zra 


Vf =(8x,—6y,1) 
vr(-1,2,3)=(-8,-121) 


DD 
-8 12 42 
2 2 2. 
-—20+42 
2 


Nos exercícios de 43 a 47, determinar a derivada direcional da função dada: 


43. f(x,y,2)=3xº +4y? +z, na direção do vetor & =i +2} +2k. 


(1,2,2,) _ (1,2,2) 


þa pmm; 
V1+4+4 3 
Vf = (6x,8y,1) 


R ftio) (6x,87,1) 
Os 3 
_6x+16y+2 
3 


16 2 
=2x+— y+. 
3 3 


44. f (x, y, z) = xy + xz + yz , na direção de máximo crescimento de f. 
Temos: 
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Vf =(y+z,x +z, X+ y) 


z (y+z,x+z,x+ y) 
Jo +z? +(x+z} +(x+y) 


E (y+z,x+z,x+y) (y+z,x+z,x+ y) 
ôs Jotz} +(x+z} + (u+9) 
T (y+z) +(x42) +(x+y7 


(y+z) +(x+2) +(x+y7 


o 1 


(+20) +(+) +(x f 


a E 
e y? +2yz+z +x +2xz +z +x +2xy+ y |? 


E Es 
2x? +27" +27" +2yz+2xz+2xy P = [Nf] 


45. f(x, y)=xº + y?, na direção da semi-reta y-x=4,x>0. 
Temos: 


; (19-04). (11) 


2 2 


Vf =(2x,2y) 


Fix, y)= CD (2x29)= = = V2x+ 27. 


46. f(x,y)=4-x? — y?, na direção de máximo decrescimento de f. 
Temos: 


Vf =(-2x,-29) 


z- 2x27) __(e3) 
J4x? +4y? J2 +)? 
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F (wu) 


ðs x? +y? 


Eae Se Dá £ 2(x2 +y?) _ Saa 5 
do qro S 


(=2x,-29) 


47. f(x,y, 2)= jiza — y? — z? , na direção do vetor d=i +j +K. 
Temos: 
z = (11) 
3 


1 1 1 
ylit- -y -eeit -e Eh- -eE 
f 1 =x E 1 —y E 1 =z 
ðs 3 dfi-x -y -z W d-re VEN E 

=x = yz 


48. A derivada direcional da função w= f (x, y) em P, (1,1) na direção do vetor BP, 


P (1,2) é 2, e na direção do vetor BP, , P, (2,0) é 4. Quanto vale = em P, na 
s 


G 
direção do vetor PO, onde O é a origem? 
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(a,b)(0,1) = 2 


Da primeira expressão temos que b = 2. Da segunda temos que: 


a b č ,. a 2e 
T RD. do 
a 42 
2 2 
a=4/2+2 
Assim, 
U +a2a)- +) 
2442 „l 
2 2 
SEDAN SO 
“E ua 
= -2N2-4 


49. Em que direção devemos nos deslocar partindo de O(11,0) para obtermos a taxa de 


maior decréscimo da função f (x, y) = (2x +y— 2) + (5x —2 yÝ ? 


Vf =(2(2x+ y-2).2+2(5x-2y).5,2(2x+y-2)+2(5x-2y)(-2)) 
=(8x+4y-8+50x-20y,4x+2y-4-20x+8y) 


(58x-16y-8,-16x+10y-4) 


Vf(1,1,0)=(58-16-8,-16+10-4) 
=(34,-10) 
A direção solicitada é dada por -Vf (Q) = (-34,10). 
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50. Em que direção a derivada direcional de f (x, y) =2xy — x? no ponto (1,1) é nula? 


Vf =(2y-2x,2x) 
vr(11)= (0,2) 
of 


=(11)=b(0,2)=0 
Os 
= (,b)(0,2)=0 
=a.0+b.2=0 
2b=0 
b=0 
aeR 


Como b é unitário, a=loua=-1. 
Assim, a derivada direcional é nula na direção do vetor (4,0) ae R-[0). 


51. Em que direção e sentido a função dada cresce mais rapidamente no ponto dado? 
Em que direção e sentido decresce mais rapidamente? 


a) f(x, y) =2x° +xy +2y° em (1,1) 
Temos: 
Vf =(4x+ y,x+4y) 


Vf (1,1) = (5,5) — direção de máximo crescimento 


-Vf (1,1) = (-5,-5) — direção de máximo decrescimento 


b) f(x, y)= e” em (2=1) 
Temos: 


Vf = (ye xe” ) 
Vf (2,—1) = (-e?, Ze?) — direção de máximo crescimento 


-Vf (2,-1)= (e°, -2e°) — direção de máximo decrescimento 


52. Determinar os dois vetores unitários para os quais a derivada direcional de f no 
ponto dado é zero. 


a) f(x, y)=x°y° — xy, P(10,10) 
Temos: 
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Vf = Bx? y’ =y, 3y x -x) 

Vf (10,10) =(3.102.10º —10, 3.10?.10° —10) 
= (3.10% -10,3.10º —10) 

T (1010)= b(3.10º -10,3.10º-10)=0 

Assim, 

a.(3.10º-10)+b.(3.10º-10)=0 

(3.10º-10)(a+b)=0 


a+b=0=>b=-a 


bj=1> fes Tr AaS ed 

= = E Ro 

Dessa forma temos: 

b _ laca) E 2) 
V2aº 


2 2 


b) f(x, y)= ——, P(3,2) 
x+y 
Temos: 


e T 


bl=i=bf-1=5b +» =b 


J N 
5) 


Dessa forma: 
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= BEE E: ] 


7 CT [TO 95 F—— . 
e gp 13 13 
4 
c) f (x, y) =e”, P(1,0) 
Temos: 


Vf = (e= o e) 
vf(1,0)=(2e2,e”) 


Assim, 


b = -2a 
plei=[p[=1= 4a =at 


Dessa forma, 
b = (5) 
45 NS 


mT 


53. Uma função diferenciável f (x, y) tem, no ponto [o 3 


Z na direção 3i +4j e igual a = na direção 4i —3j Calcular: 


T 


af (nm) (34) [07)-5 
Lioz) Eivy 23 5 


TORETE 
IE E AAA S 


Os 2 


Seja Vf (o2) =(a,b). Temos: 


) , derivada direcional igual a 
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3a+4b=2 
4a -3b=11 


12a+16b=8 
no +9b = -33 
25b = -25 
b=-1 


3a=2+4 
3a=6..a=2 
Assim, vi(o. z) =(2,-1). 


b) y [o z) na direção 4 =i +j 


ôs 
Temos: 
aa (141) o1 E E 
0) qto ms GN 


54. Determinar a derivada direcional da função z= O 2 no ponto P, (1, /2 ) na 
direção da normal à elipse 2x” +3y? =8 no ponto Po. 
Seja F(x,y)=2x +3y? —8. A direção normal à elipse é dada por: 
VF =(4x,6y) 
vr(LV2)=(4,62) 
(162) _ (4,642) (4642) (2,342) 


h= E = 2 
V16+362 V88 2/22 J2 


Para determinar a derivada direcional temos: 
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To (2 bt) 
vei 5) sa PIDE 1 


(2,342) 
- apo 
6-242 
n 


( (v2 1) 2 2)J=so tê 1) (o3 2) 


Nos exercícios 55 a 58, encontrar o valor máximo da derivada direcional do campo escalar 
dado, nos pontos indicados: 


55. f(x, y)= x° (xP: P,Q) 
Temos: 
Vf = (y? +2(y— x), 2xy -2(y- x)) 
Vf(,1)=(1+0,2)= (1,2). 


máx% (1ı)= VfL] = 144 =+/5. 


56. f(x, y,z)= x° +2xy +z*; P, =(0,0,0)e P =(1,2,2) 
Temos: 
Vf =(2x+2y,2x,2z) 
Vf (0,0,0) = (0,0,0) 
VF (1,2,2) = (2 + 4,2,4) = (6,2,4) 


máx (0,0,0) = |Vf (0,0,0) = 0 
S 


máx (12,2) =|Vf (1,2,2) = 36+4+16 =2414. 
S 


57. f(x, y, z) = cos x + seny; P) (x, y, z) 
Temos: 
Vf = (- senx, cos y,0) 


Vf (x, y, z)= = senx, cos y,0) 
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máx. (x y,z)= (- senx,cos 7.0) = Jsen'x+cos” y. 


S 


58. f(x, y)= arctg Asp (= 11). 
x 


Temos: 


Vf (-1,1)= D , Ei (25) 


ðs 2'2) Vs 4 V4 2 


59. Dada a função w= x? + y? + z”, determinar sua derivada direcional no ponto 


ph, J2 ) na direção da normal exterior à superfície z? =x" + y? em P. 
Para obtermos a normal exterior à superfície z =x + y? , tomamos: 
f(x,y, z)= x? +y? -z 
Vf =(2x,2y,-22) 
vfl, V2)=(2,2,-242) 
Para w= x° + y? +z’ temos: 
Vw = (2x,2y,2z) 
Vwli,1, V2)= (2,2,22) 
Assim, 


du faya) e223) ao 


4+4+8 TE 


Rem 
4 


60. 


Temos: 


Suponha que T(x, y) =4-—2x?°—2y°, represente uma distribuição de temperatura 


no plano xy. Determine uma parametrização para a trajetória descrita por um ponto 
P que se desloca a partir de (1,2), sempre na direção e sentido de máximo 
crescimento da temperatura. 
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[ES] axte) 


Resolvendo o sistema: 


x 
In x=—4t +C 


x=Ce™ 

Assim, x= C e™ e y=C,e*. 

Para particularizar C, e C, , temos que para t =0, P, (1,2). Dessa forma obtemos 
C=1 e C, =2. 

A trajetória é dada por: 

r(t) = (e 2e”); t20. 


61. A figura 6.24 mostra uma plataforma retangular, cuja temperatura em cada ponto é 
dada por T(x, y)=2x+ y. Um indivíduo encontra-se no ponto P, desta plataforma 


e necessita esquentar-se o mais rápido possível. Determinar a trajetória (obter uma 
equação) que o indivíduo deve seguir esboçando-a sobre a plataforma. 


Temos: 
T(x, y) =2x+y 
VT =(2,1) 


F! (t) = gradT(r(t ) 
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[E 2) -(21) 


dt’ dt 
Resolvendo o sistema: 


de» 
dt 
a 
dt 

Temos 


x=2t+C, e y=t+C,. Particularizando as constantes vem: 
x=U+2e y=t+4 

Portanto: 

r()=(21+2,t+4) > 0<t<1. 


62. Uma plataforma retangular é representada no plano xy por 
O<x<15 e 0<y<10. A temperatura nos pontos da plataforma é dada por 
63. T(x, y) = x +3y . Suponhamos que duas partículas P, e P, estejam localizadas nos 
pontos (1,1) e (3,7), respectivamente. 


a) Se a partícula P, se deslocar na direção em que se esquentará mais rapidamente e a 


partícula P, se deslocar na direção em que se esfriará mais rapidamente, elas se 
encontrarão? 
b) Obter uma equação para a trajetória da partícula P,, representando-a sobre a 
plataforma. 
Temos: 


T= (x + 3y) 

VT =(13) 

r(e) =(x¢) (1) 

r'(t) = gradT (F(t)) 

Considerando-se a partícula P temos: 


[E 2) - (1,3) 


dt’ dt 
dy =] e 4 =3 
dt dt 
Temos: 


x=t+C, e y=3+C, 
Particularizando as constantes vem: x=t+le y=3t+l1. 
Assim a trajetória é dada por (t+1,3t+1),0<1<3. 
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Considerando-se a partícula P, temos: 


(£ aN 1-3) 


dt’ dt 
ae =-1 e c =-3 
dt dt 
Temos: 


x=-1+C, e y=-H+C, 
Particularizando as constantes vem: x=—1+3 e y=3+7. 
Assim a trajetória é dada por (—1+3, -3t +77). 
Dessa forma temos as conclusões para os itens dado: 
a) As duas trajetórias estão sobre a mesma reta y =3x—2 no plano xy. Como elas 
estão em sentido contrários se encontrarão. 
b) A equação para a trajetória P, é dada por (t+1,3t+1),0<1 <3 e está representada 
na figura que segue. 


, y 
64. Resolver o exercício 62 supondo que a temperatura seja dada por 
T(x, y) = ze + Js 100. 
Temos: 
T(x, y) = Ze + y?)- 100 
VT =(x,y) 


r(t)=(x()-»(2)) 


r(t) = gradT (F(t)) 


Considerando-se a partícula P temos: 
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dt 
Resolvendo obtemos: 
x=Ce e y=C,e 
Particularizando as constantes vem: x=e” e y=e 
Assim a trajetória é dada por y=x para xe [0,10]. 


Considerando-se a partícula P, temos: 
dx dy 
2 = X, 
[E 2) l 7) 
Obtemos: 
x=Ce' e y=C,e” 


Particularizando as constantes vem x=3e" e y=7e”“ 
. MEE 1 
Assim a trajetória é dada por y= i : 


Dessa forma temos as conclusões para os itens dados: 
a) As trajetórias estão sobre duas retas distintas que se interceptam na origem. Como 
pode ser observado na figura apresentada a seguir, as trajetórias não se encontrarão. 
b) A equação para a trajetória P é dada por y=x para xe [0,10] e está representada 
na figura que segue. 
z 


65. A densidade de uma distribuição de massa varia em relação a uma origem dada 
4 


Jx +y +2 
no ponto (1,2) na direção que forma um ângulo de 45° no sentido anti-horário, com 
o eixo positivo dos x. Em que direção, a razão de variação é máxima? 


segundo a fórmula p = . Encontrar a razão de variação de densidade 
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Temos: 


p= alx? +y’ + DE 
Vo= E +y? +2)? 2x4. ale +y? + 2)à.2y 


Ed = -4 -8 
Voll,2)=| -401 +4+2) 2.1, 141 +4+2) 2.2 |=| —=,—= 
(catar sea) (ci) 
Para a direção considerada (forma um ângulo de 45º) temos: 
7 = 441) 
b = == 
2 


Assim, 
ce (a 4 =)- 4-8 —6VI4 
ðs V2 (WT WI) JA 4 ` 


r NTE S , -6414 
A razão de variação é máxima na direção e o seu valor é do 


E 

INI TINT 
66. Usando o gradiente, encontrar uma equação para a reta tangente à curva 

x? — y? =1, no ponto (W21). 

Vf (R)[F-7]=0 

vf (N2,1)((x,)=(N2.1))=0 

(242, 2) (x 2, 1)=0 

22(x-2)-2(y-1)=0 

2/2x-4-2y+2=0 

/2x-y-1=0 


ae 
67. Encontrar o vetor intensidade elétrica E = —gradV a partir da função potencial V, 
no ponto indicado. 


a) V =2x° +2y° — z”; P(2,2,2). 
Temos: 

gradV = (4x,4y,—2z) 

gradV (2,2,2) = (8,8,—4) 


E = (-8,-8,4). 
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b) V = e” cos x; (Zoo) A 


Temos: 


gradV = (- e” senx,e” cos x) 
gradV Z 0.0 = “E sente cos = (- 1,0,0) 
2 2 2 


E = (1,0,0). 


1 


c) V = (x? + y? + z? J2; P(1,2,-2). 


gradV = [ate +y + 2Jioxle +y + Jia d(a? +y’ + J32) 


-1 -2 2 
avi) =| =, 2, 
gradV(LL-2) E 27 z) 


E =(1/27,2/27,-2/21). 


68. Um potencial elétrico é dado por V = — as z- Determinar o campo elétrico 
x +y +z 
representando-o graficamente. 
-10.2 -10.2 -10.2 
gradV = É qa 7º - 2 
(x? +y’ +z’) (x? +y’ +27) (x? +y +z’) 


F- 20x 20y 20z 
(x? +y’ Fey (e? +y’ T (e +y’ pey 
20 


= j (x, 3,2) 


(x? +y +z’ 


Ver representação gráfica a seguir. 
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CAPÍTULO 6 
6.10 - EXERCÍCIOS 
pág. 227 -228 


1. Dado o campo vetorial f , calcular divf ; 


a) f(x, y) =2xºi + e” j 


divf =8x? + xe” 


b) f(x, y)= sen’ xi +2cosxj 


divf = 2 senxcos x 


c) f(x, y,z)=2x° y T +32 j +y’zk 
divf = 4xy? +3xz + y? 
d) f(x, y,z)=Inxyi +x + zk 


E DR 
XY X 


2. Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade v dada. Verificar se V 
representa um possível fluxo incompressível. 


a =z i+xj+y k 
div v =0+0+0=0 > Éincompressível. 


b) v=2/ +x -k 


divv =0 => Éincompressível. 


c) V=2xyi +x] 
divv = 2y > não éincompressível. 


3. Provar a propriedade (a) da Subseção 6.7.3. 


a) divlf + 6)= divf + divg 
Seja: 
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felt) 
g=(8,,8,.83) 
Temos: 


fest EB ER) 


dif a)- (1 ter older (Ate) 


«A 081, 28> , Of ,08 
ôx O O O êz &z 


-(% RCA E (e Ôg 2) 


ôx O O) lôx dy & 
= div f +div E. 


4. Encontrar a divergência e o rotacional do campo vetorial dado. 


T 

0 0 0 

Ox 0y Oz 
2x +42z y—Z 3x — yz 


rot f =(1-2)i +(4-3)j+(0-0)k=(1-2)i +J. 


rot f = 


b) f(x, »)= (e? +y’, x? -y°) 
div f =2x-2y =2(x— y) 


rot f = (2x—2y)k =2(x—-y k. 


c) f(x, y,z)= (x,y,z?) 
div f =2x+2y+2z=2(x+y+z} 
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div f =e'cosy+e'cosy=2e' cos y. 
i j k 

arla o a 
Ox Oy Oz 


e“cosy elseny O 


rot f = (e'seny + e'seny)k = 2e“senyk . 


e) f(x, y,z)= (07º 20º, =x yz) 
div f = yz? +60" -x° y 


i j k 
Ro e (O 
Ox 0y Oz 


Xyz? 2xy? =x yz 
rot f =x zi + (32? + 202) +y -xz K. 


4 1 gt 
. x? t y 0+ y. (02 t y )2.2% a er TA 
div f = + 
xX ty’ x 
E x xy 
(+y? x+y? (+y? x+y? 
=0 
i j k 
ada 2 
Ox 0y Oz 
(0) 
x +9? 2 +? 
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fory alles y)i2 fest) +22 F 
E k 


P 2 
rot f = 
f (+y) E 
2 x’ 2 2 E 
x +) > yx +y + z 
E E +y vx +y E 
XxX +) XxX +y 
o Cary -x-y Hy? 1 ; 
yx ty? yx ty? PEF 
o par 1 


k 


dery ty 
ek 
g) f(x, v.2)= 2d +27 +3k) 
div f =y'z+4yz +3xy?. 


i j k 
rot f = E e 
Ox 0y Oz 


mz 2xy'z Ixy?z 
rot f = (xyz -2y F +o? -3y +2y’z-2ozk. 


5. Determinar rot f sendo: 


a) f =senxyi +cosxyj+zk 


i j k 
ATAN de a 
Ox ôy Oz 


senxy COSXy Zz 


rot f = (- ysenxy — xcos xk. 


b) f=2xyi+3x j-yk 
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rot f = 


P|o mu 
P [da 
Si 


2x°y 3xz -y 
rot f = (-1-3xF +(3z -2x K. 


i J k 
rot f = o É É =-k 
0. Oy Oz 


6. Provar a propriedade (a) da Subseção 6.8.3. 


rot(f + z)= rot f +rot g 
Seja: 


FA E 
g=(g,.85.8:) 


f+g=(f+80f+82. +83) 


O =| 


j 

P: o 
Ox 0y Oz 
fi+t8& org hftg, 


rolf) Zis se) Dn se) pa [Dl a)- jH EUe- t+) 


6) fo) = f) fo) f0) = f0) ð f0) 
+ + j + + j + + k 
a” A 83 x? Zeal És gA ERÊ às Es ax *? a Zel 


= of f Re g3 08, RE: da); (de 2: )j 
Oy 2z Oy Oz ôz e Oz Ox 
a 


Cf pa een 68 o 
Ox Oy Ox Oy 
otf+rotg. 
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7. Sejam f=(xz,yz,x)) e = (x2, y2,z?). Determinar: 


a) V.f 
V.f=divf=z+2+0=2z 


b) V.g 
Vg=2x+2y+22=2(x+y+2) 


Cc) Vx f 
i j k 
efe 2 0 A 
Ox Oy O 
xZ yz XW 


= x») +j] 
d) Vx g 
i j k 
a a L L =0. 
Ox Oy Oz 
x y’ z 
e) vx(fxg) 
i j Kk 
fxg=bz y xy 
É y? ? 
fxg=(30 oi (ye) j +(x- yz)k. 
H j k 
=. ô 0 ô 
Vx(fxg)= E - 


y- xy? Lyx? yz- yz 
Vx(fx8)=(2x2-x2+3x2")i +(3yz?- y’z+2xyz) j + (3x y -27° +30") +. 


9 (vx7)xz 
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9 Vx f)(x) 
(x— y,x— y,0).(0,0,0)=0. 


8. Seja ñ =(x — y?’)-Vf. Calcular divii no ponto P(1,2,3), sendo: 


a) f = senxy+x 
Vf =(ycos xy +1% +(xcos xy)j 


i= (x? do y? ).(ycos xy +1) +(xcos x)j| 


divu = (x — y? )(-y°senxy) + (ycosxy + 1)2x+ (e —y? pe (—senxy) +xcos xy(-2y) 
=-xysenxy + y'senxy + 2xy cos xy + 2x + (-x*senxy) +x? y senxy — 2xy cos xy 
= ytsenxy + 2x — xºsenxy 
No ponto P(1,2,3) temos: 
divu =16sen2+2—-sen2=15sen2+2. 


b) f=xyz+2x 
Vf =(yz + 2y + (xz +2x)j + xy k 


u = (x? - y? kyz +2y)i +(x? - y? az + 2x)j + (x? -y hyk 
=(x?yz+ 22y- yz- 2y F + hz + 2x ye + (yo k 


div = (2xyz + 4x7) + (— 2yxz — 4x) + (0) 
=0 
9. Se f =2x°yz e V =x i +xz j +sen xk , calcular: 


a) (Vf )+ roty 
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Vf = 6x yzi +2x°z j +2x° yk 


i j k 
`- |ô ð ð 
roty = — — > 
ôx 2y OZ 
xX? xz senx 


=—xi —cosxj+zk 


(vVf)+ rotv = (6x? yz — x; + (2xºz — cos x)j + (2xºy + zk 


b) div( fö) 


F= (2x°yzx F + (2xºyz.x2)7 + (2xº yz.senx Je 
=2xºyzi +2xºyz) + 2x° yz.senxk 


div( fö) =12x yz +2x*z7º + 2x? ysenx. 


2xºyz 2xtyz? 2x yzsenx 


rot (F) = (2x°zsenx —4x*yz) i+ (2xºy — 6x” yz.senx — 2x) yz cos x) j+ (8º yz? — 2xºz)k. 


10- Sendo ú = 2xzi + (x? — aT + (x? + 22 e , calcular rot(rotii) 


“lo 0y 
2x x-z? ck FD 


=2zi +(2x-2x)j +(2x— Ok 


=2zi + 2xk. 
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j k 

P O ô ð 
rot(rotū)= dx Eu 
X Z 

2z 0 2x 


11- Supondo que v representa a velocidade de um fluido em movimento, verificar se v 
representa um possível fluxo incompressível. 


a) v(x,y)=(2y-3)i +x j 
divv = 0 => éincompressível 


b) phx, y,z)= (x y, z) 
1+1+1=3 > não é incompressível 


e) (x, y, z)= (2xz,-2yz,2z) 
divy = 2z — 2z + 2 = 2 => não 


12- Um fluido escoa em movimento uniforme no domínio D={(x,y)|0< y<8}. Se a 


velocidade em cada ponto é dada por v =(y +, verificar que todas as partículas se 
deslocam em linha reta e que v representa um possível fluxo incompressível. 


divý =0> éincompressível 
Veja o gráfico que segue. 
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13. Verificar se as seguintes funções são harmônicas em algum domínio. 
a) f(x,y,2)= xz +In xy 
div gradf = 02 


vr (24 Lis lie 
xj 9 


—1 2 2 
div grad f = V° f =— -=~ =- +0 
x 


Portanto não é harmônica. 


b) fæ y)=2x -y7 tyi 
Vf =4xi +(-4y+1)j 
Vºf=4+(-4)=0 


Portanto é harmônica em R’. 


c) f(x,y)= senxcosh y 
Vf =coshy.cosxi +senxsenhy j 
V? f =-coshy.senx + senxcosh y = 0. 


Portanto é harmônica em R’. 


d) Fx, y.2)= +y’ g 
Vf =2xi +2yj+2zk 
V’ f=2+2+2=6#0. 
Portanto não é harmônica 
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e) fayz) =x -y -i 
Vf=2xi-yj-zk 
Vf=2=1-1=0 

Portanto é harmônica em Rº. 


O flx y, z)=x+y+z 
Vf=i+j+k 
V’ f =0. 


Portanto é harmônica em Rº. 


g) f(x, y)= e“ cos y 


Vf =e'cosyi +e(- seny)j 
V? f = e" cos y +e” (—-cos y)=0. 


Portanto é harmônica em R’. 


14. Verificar se o campo dado é irrotacional. 


a) f(x, y, z) = (yz, xz, xy) 


i j Kk 
rot f = EA a 2 
Ox Oy O 
yz xz XW 
=(x-xi +(y-y)j +(z-z)k 
=0=> Sim 


b) f(x, y,z)= (z.2x —1, x2z) 
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i j k 
are e 

Ox 0y Oz 

xyz 2x-1 xz 


= (xy — 2x2) + (2 — xz k => Não 


o) f(x,y,2)= (20%, ace", ye?) 


i j k 
rot f = ô E o 
Ox 0y Oz 


XYZ 
= (e yze” + xe” — x yze™” — xe + (y? xze™ + ye” — y xe” — ye” Jj 


(ye pe ar ge ae e =0 => Sim, 


d) f(x, y, z) z (2x+cos YZ, —XZ sen yz,—xy sen yz) 
i j k 
rot f = D o o 
Ox Õy Oz 
2x+cosyz —xzsenyz —xysenyz 
=0 > Sim. 


e) Fly, z)= (x,y,z?) 


i j Kk 
THER 
Ox Oy Oz 
x y? z 

=0=> Sim 
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15- Um escoamento é representado pelo campo de velocidade 
r=? +z F +xzj+2xy k. 
Verificar se o escoamento é: 


a) um possível escoamento incompressível; 


b) irrotacional. 


Para o item (a) temos que: 


div V = 0 > éincompressível 


Para o item (b) temos que: 


ytz pe 2x? y? 


= (4x? E x + (2z = 409); + (z = 2y)k => Não éirrotacional. 


16. Para um escoamento no plano xy, a componente em x da velocidade é dada por 
2xy+x] +y’. Determinar uma possível componente em y para escoamento 


incompressível. 


Temos: 
v =+? +y Y +v, j 


drea 
Oy 


Assim, 


328 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 227-228. 


yada CE = 
y 
v, =f(- 2y-2x)dy + a(x) 
2 
v, =-2 -24y +a(x) 


v, =—y° —2xy +a(x) 


Sendo que a(x) é uma função arbitrária. 


17- Mostrar que se f (x, y,z) é solução da equação da Laplace, Vf é um campo vetorial 


que é, ao mesmo tempo, solenoidal e irrotacional. 


Se f (x, y, z) é solução da equação de Laplace, temos que V?’ f =0 ou div (grad f ) =0. 


Para f (x, y,z) podemos escrever que Vf -(2.2.2). Assim, pela hipótese dada 
x Z 


temos que é solenoidal, pois div (grad f ) =0. Também é irrotacional, pois 


II 
o! 


rot(Vf) = 2 


PIB Pa 
P|LP [oe 
Q 


X 


18. Usando o teorema 6.9.3, o que se pode afirmar sobre o campo vetorial dado? 


a) f(x, y)= (e*sen y, e” cos y) em R? 


rot f = aa 
Ox Oy Oz 
eiseny eicosy O 
= (e: cos y — e“ cos yk =0. 
Podemos afirmar que f é um campo conservativo em Rº. 
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b) f(1,9)=|——,— 2 | em D=(x,)l(x-3) +(p-5) <3) 


rot f = = 


Analisando o domínio (ver figura a seguir), observamos que não contém a origem e é 


simplesmente conexo. Portanto, f é conservativo em D. 


c) f(x, y)= E 53 4 — | em D={(x, y) x2 +y? <1} 
(+y È (+y 


Temos que rot f =0. 
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Analisando do domínio (ver figura a seguir) observamos que D contém (0,0) e dessa forma 


f não é contínua em D. Portanto, f não é conservativo em D. 


e 


X y Z 
3º 3? 


(x? + y’ + 2 (x? + y’ + 2 (x? + y’ + o) 


d) f(x,y, 2)= 


em D={(x,y,z)|0<x?+y?+z? <1} 


Temos que: 
i j k 
rotf = o o o 
Ox Oy oz 
3 3 3 
x(x? +y’ + 2) 2 yl +y’ + z2)? af? +y’ + 2): 


(ale +y +22 2y- yhty? DE 


cJ 
E +y de 2E 2z - al? +y + eE za) 
= 24y + 2 dx — xfx? +97" + Sa 


+ 
OOo 
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Analisando o domínio (ver figura a seguir), observamos que não contém a origem, sendo que 


D é simplesmente conexo. Portanto, f é conservativo em D. 


e) f(x,y,2)= (x2sen y+2z ycosy+1,7” — xy Jem R? 


Temos: 


i 
o 
Ox 
xseny+z ycosy+1 27 -xy 


=(-x-05 +(1- y)j +(0+xºcos y 0. 


k 

-= 0 
tf = = 
rot f z 


L|os. 


Portanto, f não é conservativo em Rº. 


fP fey) +y, y —x) emR? 


Temos: 
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i j k 
ar «o É 
Ox ðy Oz 
ey y -x 0 
=(-1-1k 
= -2k. 


Portanto, f não é conservativo em R”. 


g) f(x,y. 2)=(-senx+cosx,z,y) em R? 


Temos: 
i j K 
a oa TES 
Ox Oy Oz 


— senx+Cosx z y 
=(1-1i +07 +0k =0. 


Portanto, f é conservativo em Rº. 


h) f(x, y) = (sen X, COS y) emR? 


i j k 
rot f = o o o 
Ox Oy Oz 
senx cosy O 


II 
o! 


Portanto, f é conservativo em R’. 


19. Verificar se os seguintes campos vetoriais são conservativos em algum domínio. Em 


caso afirmativo, encontrar uma função potencial. 
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a) f =2xi +5yzj +x’ y’ z’ k 


Temos: 
i j k 
m AE R 
Ox Oy Oz 
2x Syz XY LT 
+0 


O campo não é conservativo. 


b) f = (1+ ysenxji +(I-cos x)j 


Temos: 
i j k 
rot f = a L o 
Ox 0y 0z 
l+ ysenx l-cosx O 


= (senx — sen =0. 


Portanto o campo é conservativo. Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o 


sistema: 
Ou 
— =1+ ysenx 
Ox 
Ou 
— =1-cosx 


Usando a primeira equação temos: 


u= fa + ysenx) dx + a(y) 
=x+y(-cosx)+a(y) 


Levando este resultado na segunda equação temos: 


ðu da 

— = -cos x+ — =1-cosx 
dy 
da “| 
dy 

Assim, 
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a=[dy=y+C 


A função potencial é dada por u=x— ycosx+y+C. 


c) f =lnxyi +ln yz j +ln zxk 


i j k 
rot f = 2 2 
Ox 0y Oz 
Inxy Inyz Inzx 
0. 


Portanto o campo não é conservativo. 


Temos: 
ï j k 
rot f = A KA E 
Ox 0y Oz 
y —3- 2 +2xy+2y 0 
x +) x+) 


Portanto, o campo é conservativo em domínio simplesmente conexo que não contém pontos 
dareta y=-—x. 


Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o sistema: 
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= y°x—3x —In|x| + In|x + y|+a(y) 


Levando este resultado na segunda equação temos: 


a E pi +2xy+2y 
0y x+y dy x+y 
da, 

dy 


2 
a=|2ydy =25-+€ =y +C. 


A função potencial é dada por u = xy? —3x—In|x|+In|x + y|+ y? +C. 


e) f = (10xz + ysenxy X + xsenxy j + 5x°k 


Temos: 
i j k 
ms dE 2 è 
Ox 0y Oz 
10xz + ysenxy  xsenxy 5x 


= (10x —10x) j+ (yxcos Xy + senxy — y COS Xy.X — senxy) k 
0. 
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Portanto, o campo é conservativo. Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o 


sistema: 
pu = 10xz + ysenxy 
OX 
eu = xsenxy 
Õy 
0 
O 5x 
Oz 


Usando a primeira equação temos: 
eu = 10xz + ysenxy 
Ox 


2 


u= f(10xz + ysenxy ) dx = oe ça — COS xy +a(y, z). 
Levando este resultado na segunda equação temos: 
Ou da 

— = xsenxy + — = xsenxy 


0y 


w 0+b(z) 
0y 


a=b(z) 


Usando a terceira equação temos u = 5zx” — cos xy + b(z): 


— =5x +— =5x 
z dz 
db o 
dz 
>b=C 


A função potencial é dada por u = 5x°z — cos xy + C 


f) f=-eT+2e'j+3ek 


Temos: 
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i j k 
MEE 
Ox Oy O 
e" De" 3e 

=0 


Portanto, o campo é conservativo. Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o 


sistema: 
Ou, 
— =e 
Ox 
ca = 2e’ 
ôy 
Eu 3e* 
Oz 
Usando a primeira equação temos: 
Ou , 
— =e 
Ox 


u = fetax =e" +a(y,2) 

Levando este resultado na segunda equação temos: 
du da _ 
à do 
a= [2e'dy =2e” +b(z) 


2e” 


u =e" +2e” +b(z) 

Levando este resultado na terceira equação temos: 
uia 
Oz dz 
b= [sede =3e +C 


3e 


A função potencial é dada por u =e* +2e” +3eº +C. 
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20. Encontrar uma função potencial para o campo f , no domínio especificado: 


a) f(x,y,2)- SE a e em qualquer domínio 


(x? +97" + Pad E (x? +97" + Pad E (x? +97" + Pad E 


simplesmente conexo que não contem a origem. 


f é conservativo em qualquer domínio simplesmente conexo que não contem a origem. 


Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o sistema: 


ou x 
Ox (+y +22 
ou _ y 
0y (tty tz} 
ou £ Pá 
Oz (2+y +z} 


Usando a primeira equação temos: 


-3 


ou 2 2 2 
> =x +y tz 
ae + +z?) 

3 
u= | x(x? +y’ +z’)? dx 

-1 
o1 +y +z’)? 


3 T +a(x, y) 
2 

Aplicando na segunda equação temos: 

Dm 2 
D = {x +y + Pad E — 2)+—= vlx +y + 2 

y 
Assim, — = 0 
Oy 

a=b(z) 


u= x? +" + A +b(z) 


Aplicando na terceira equação temos: 
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Ou l;o 2 A> db 2 2 Ta 
Se hx ty tz)? .2z+—= za +y +z)? 
ol y +z’)? ee = W+2) 
dO ESEC 
dz 

= E: 


uz 2 2 2 
Jx +y” +z 


2% 2y 2z 
ey HZ Ly HZ ty az? 


b) Fx, y, z) = 


em qualquer domínio simplesmente conexo que não contém a origem. 


f é conservativo em qualquer domínio simplesmente conexo que não contém a origem. 


Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o sistema: 


Ou 2x 
ox (x? +y +z’) 
ou 2y 
ôy (+y +z) 
Ou 2z 


Oz (x? +y +z?) 
Usando a primeira equação vem: 


Ou 2x 


oe ty +z 


2x 
ds a aa I ÃO 


Aplicando na segunda equação temos 


Ou 2y da 2y 
2 2 zt 2 2 2 

Oy x +y +z O x +y +z 

A i 

ôy 

a=b(z) 


Usando a terceira equação temos: 
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ou 2z a 2z 
O x+y +z? do xX+y tz 
LAE EE 

dz 


A função potencial é dada por: u = Inpe? +y +z’ +C. 


c) f(x, y,z)= (ye? xe" ,xye”) 
f é conservativo em R°. 


Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o sistema: 


ĉu = yeí 

Ox 

Ou 

— = xe 

0y 

Ou Far xye z 

oz 
Usando a primeira equação temos: 
ou — yeí 
Ox 


u = fed = ye'x+a(y,z) 


Aplicando na segunda equação temos: 


= Xe" — Exe 
0y 0y 
E 

y 

a=b(z) 


Usando a terceira equação temos: 


Ou >- db E 
—=ge+—=xe. 


Oz dz 
dO pena 
dz 


A função potencial é dada por: 


u=xye' +C. 
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CAPÍTULO 7 
7.6 - EXERCÍCIOS 
pág. 241 -244 


1. Calcular f(x») dx dy, onde: 
R 


a) flx y)=xe” ; R é o retângulo: I<x<3;0<y<l. 


fre” dy dx 

10 

1 

fre” De sra 

0 0 

fe ail dx =e* O O 
1 1 


b) flx y) =y e” ; R é o retângulo: 0<x<3; O<y<l. 


1 


1 
dy = f(e -—1) ay=[1 ») a 


0 0 0 


j l, l l, 
e —l--—-=-e ; 
3 33 3 


O —— -— 


i; e” dx are fe”? 
0 0 


c) f(x, y)= x cos xy >; R é o retângulo: 0<x<2;0<y<Z. 


2 
22 
f f x cos xy dy dx 
00 
E xT 
f x cos xy dy = sen xy” = sen — 
E 2 
2 2 2 4 
[seno dx = e = 2 cos) ( 1 1) 
0 T 2 0 mM T T 


d) fhs y)=yhn x ; R é retângulo:2<x<3; I<y<2. 
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23 
[yin dx dy 
12 


fin x dx 
1 
u=ln x —s du=— dx 
x 
dv= dx —s v=| dx=x+c 


1 
lnx dx=(1 x—lx— dx=xlnx- 
finx x (In x)- x jx- x=xInx—x 


3 
fin x dx =(xIn xx), =31n3-3-2m 2+2=3hn3-21In2-1 
2 


2 


=(3In3-2]n 2 DE 5) 


2 


2 2 
Jo(8m3-2m2-1) dy=(31m3-21m 2-1) % 
1 


1 


-63m 3-21n2-1). 


e) f(x y)= 


R é o quadrado: I<x<2; 1<y<2. 


x+y 


dx dy 


m t O 
een 


o 


+ 


dx 


Ses 


2 
-5h +y] | =1n|2+y|-1n i+ >] 


(n|2+y|-In|1+ y|) dy 


o 
+ 


Resolvendo as integrais temos: 
f In (2+ y) dy 
1 


u=n (2+ y) > uT 


dy 


dv = dy > v=[ dy=y+c 


1 
fin (2+y) dy =n (2+y) y LES dy 


syn (+)- fa dy 


=yln(2+y) it =) dy 


= yln (2 y) y+2n (2+y) 
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Assim, 


2 
1 


fin(2+») dy=(yIn(2+y)-y+2In (24 y))| =4]ln 4-3ln3-1 


2 
fin (+y) dy=yln (1+y)-y+n (1+y)| =31n3-2Mm 2-1 


E) 
S 


=4ln 4-3ln 3-1-31ln 3+2ln2+1=4]ln4-6ln3+2ln 2 


[(4in4-3m3+21n2) dy=4n4-6m3+2n 2=101n2-6In3. 


2. Esboçar a região de integração e calcular as integrais iteradas seguintes: 


2x 


a) Tes) dy dx 
0 


y 


-1 
-2 
2x 
2x 2 
f (2x+4y) dy = yd =2x(2x-x)+2(4xº -x° )=2x° +6x = 8x2, 


1 
l 3 
fsx? dx=8" Ee 
À 3/3 


0 
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2 y 
b) f fo + x) dx dy 
O —» 
Temos que: 
—)SXSy 
ca 
Veja gráfico a seguir. 


(32 +2) dx = ad =D (= )45(92-32)50 
E 


2 
fo dy =0 
0 


e l 
c) | |x dy dx 
l lnx 
Temos que: 
Inx<y<l 
I<x<e 
Veja gráfico a seguir. 
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1 


1 


| x dy =x] _=x(l-In x)= x-x1n x 
e nx 
[lex tn x) dx 
1 
Resolvendo a integral temos: 
fxinx dx 
1 
u=lnx > du=— dx 
x 
x? 
dv=x dx > v=|xdar=>—+c 
2 
2 2 2 2 
fria de=In x-2 [El dE ms a 
2 2 o 2 2 2 
Portanto. 
e 2 2 ° 2 2 
x” x 12 e e 2 1 
x—xln x) ds nx z a het e nA 
fi ) a X+7% 
1 
e e 2 3 
=——— +—e' — 
2 2 
1 
age 
4 4 


elnx 
d) a dy dx 
Temos: 
0O<y<lnx 
Ps 


Veja gráfico a seguir. 
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Invertendo os limites de integração temos: 


l e 1 

=> dx dy 

f dx= l a e e Es a 
peze e-e'lp e-el e-e e-e 
E 1 | 


x senx 


e) f fy dy dx 
0 0 


Temos que: 
0O<y<senx 
O<x<g 


Veja gráfico a seguir. 


-1 


-2 
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sen x 


“1 mT 
[sente ar=1(-L sen zoosx+ ta -i-z snr ose+yz+ sen0cos0-0]= 17 
o 2 2\2 2h WA 2 2 2 4 


Temos que: 


Re 


Us pá] 


Veja gráfico a seguir. 


Temos que 
=" E y<N4-xº 
—-I<x<l 


Veja gráfico a seguir. 
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-2 2 
-1 
4-x 7 
Í x dy= op =N- 1-3) 
1-x? 
aê 3/2 e 3/2 | 
=x =x 
ER A e al ) al ) o TEA APR?) PR EA L0=0 
fal i á ) 3/2 2 3/2 a 3! 3! 3 


1 Vx 
h) f [2w dy dx 
0x 


Temos que: 


Pos 


O<x<l 


Veja gráfico a seguir. 
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T jj” 
2xy dy=2x.2— =x(x-x)=2"—* 
xX 2 x2 
1 
ro sato a 1 1 2-1 1 
AR R E 


i) ffyms dy dx 
10 


Temos que: 


O<y<x 
l<x<2 


Veja gráfico a seguir. 


Vamos resolver a integral 


3 3 1 1 1 3 
fina d=: ER dx=->x In x -= Fc 
3 3 x 3 33 
(é 1/1 tail 
f> nx dx= xX nx é) 
2 243 


1 
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1 y 

j) |yx+» dx dy 
00 

Temos que: 


0O<x<y 
0O<y<l 


Veja gráfico a seguir. 


Resolvendo a integral vem: 


k) [ sec? x dy dx 
00 


Temos que: 


0O<y<l 
0O<x<l 


Veja gráfico a seguir. 
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1 
3 
sec? x dy = sec? x y| =sec? x 
0 


o- 


1 1 1 1 
fsec? x dx => sec x-tg x+- fsecx dx == sec x-tg x+— ln |sec x+tg x|+c 
2 2 2 2 


= sec 1-18 sn (sec l+tg D-5n |sec 0|= 


0 


3 1 1 
sec’ x dx= z Seet x+5 ln|sec x+rg x| 


o—- 


1 1 
=— sec 1-tg 1+ — ln |sec 1+ tg 1 
a gl+51n| g || 


11 
1) ffix+vl dx dy 
0-1 
Temos que: 
—-]<x<1 
0<y<l 
Veja gráfico a seguir. 
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x+y , x+y20 
x+>y|= 
-x-y , x+y<0 


ed 
De 
Ea] 
+ 
S< 
s- 
S 
S 
+ 
ot 
eo 
~ 
E] 
+ 
Ss 
Ne 
S 
S 
+ 
O t — 
o —-— 
~ 
= 
+ 
sa 
Ne 
S 
S 
II 


+ yə 2 3 wo 2 
E RE O AR SO ua E 
2 3 3 2 2 3 3 2 2 
0 
2 -2+4+6 8 4 
=--+-—+—--—--+_7+-+-=--+-+l= =-= 


6 6 3 


Temos que: 
-1< y < |x| 
—-]<x<1 


Veja gráfico a seguir. 
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L0 
HT TS 
o 

N 
| 
> 
x 
+ 
os 
N 
| 
tv |O 
T 
= 
x 
w 
| 
LI 
Naa Ae 
S 
Il 
Leo 


4 3 4 
(+2422) a-l- p2 p 


4 3 
mec a a 

4 4 4 2 

2 x+1 
n) ffe dy dx 

-1 0 
Temos que: 

O0<y<x+l1 

—-]<x<2 


Veja gráfico a seguir. 


fe dy=x2y =x (x+1)= x2 +x? 
0 

2 4 3f 27 

[lo +=?) de=% 42 | => 

É j A 


2 (+28) 5. 


4 3 34 


12 12 4 


Md dd 844508. a a. 
4 3 63 12 2 4 


354 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 241 — 244. 


3. Inverter a ordem de integração: 


4 y/2 


a) | [FC y) dedy 


Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 


0< x< y/2 
0O<y<4 


Portanto, 


fÍ r) dy dx 


02x 


2 


b) | [/(x,9) dy ds 


Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 


355 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 241 — 244. 


E E 

0O<x<l 
Portanto, 
13/7 


f [A y) dedy 
o Jy 


c) Tr) dy dx 


Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 


O<y<e 
o tr; 


Portanto, 


ir 


e? 


Ír») iede e dx dy 
1 


elny 


3 —x°+2x+3 


d) | Jr) dy dx 


Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 
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0<y<-x +2x+3 
—1<x<3 
Portanto, 

4 1+/4-y 


| | f(x) axar 
0 1-,/4-y 


m/4 sen x 


o | [Aœ y) dya 


0 24/2 
=y 
T 


Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 


n4 
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24/2 


—— x<y<senx 


T 
0<x<Ž 
4 
Portanto, 
zj4 senx 2/2 22 


| | Fy) dy de= | [A(x ) dx dy 
0 2/2. 


O arcseny 


f) ffr) dx dy 


Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 


0<x<y 
0<y<2 


Portanto, 


| [Fœ y) dy ax 
0 Vx 


13x 


2) | | f(x) dy dx 


02x 
Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 
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IXSYSIX 

0<x<l 

Portanto, 

2 y/2 31 

| | Fey) dx dy +] | f(xy) dx dy 
0 y/3 2/3 


4. Calcular ff (x + 4) dx dy, onde R é o retângulo O<x<2 , 0< y<6. Interpretar 
R 
geometricamente. 


O — O, 


(+ 4) dx dy 


2 


2 
xX 
(x+4) dx= Es +4x || =2+8=10 


o tnn 


o 


fio dy=10y| =60 


Volume do sólido com base retangular e superiormente delimitado pelo plano: z=x+4. 


5. Calcular ff (8 —x-— y) dx dy, onde R é a região delimitada por y= x" e y=4. 
R 


Segue a região de integração. 
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f(8-x-») dy = 8y—xy— a A 8x —4x+24 
Es 5 4 3 2 > 

E Hx? — 8x 4x124] ds Lx 42 -8 Ž 4” +24x 

2 25 4 3 2 


-= 


6. Calcular Í f Jx sen (Vx y) dx dy onde R é a região delimitada por 
R 


y=0 , = e y=vx. 


Segue a representação gráfica da região: 


Assim, 


-f EP 244242) (5 (-32)+ 1.16- (-8) 2-4+24(-2) = 
4 3 10 3 
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a/2 dx 
| vx sen (Nx y) dy dx 


0 0 

z E 

| Vx sen (Nx y) dy =-cos(N'xy) | =-cosx+cos0=-cos x+1 
0 


n/2 
Í (1-cos x) dx =(x- sen) = sen gE 1 
A o 2 2 2 


7. Calcular ff sen x sen y dx dy onde R é o retângulo 0<x<5 e O<y< 
R 


NIA 


m/2 7/2 
f sen x sen y dx dy 
0 0 
a2 
f sen x sen y dx =— COS Xseny 
0 
a2 
f sen y dy=— COS Y 


0 


z|2 


0 


z|2 


x 
=-cos—+cos0=1 
0 2 


In 
8. Calcular | hax onde Ré o retângulo I<x<2 e -l<y<l. 
x 
R 


o =y 5 => (nº2) 

à ai 
a MD E tds 
l e alo (n 2)(1-1)=0 


9. Calcular Í f (x? + y?) dx dy onde R é a região delimitada por 
R 
y=Vx e x=4 e y=0. 


Veja a representação gráfica da região: 


=-—sen y cos 5 + sen y cos 0 = sen y (-0+1)=sen y 
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0 


10. Calcular IF Lid onde R é o retângulo 3<x<4 e 1<y<2. 
(x+y) 

if dy dx 

31 (x+y) 


-1 2 
x+y) M E ME 
| x+)| x+2 x+41 


1 


(= =) da=(tn [+24 pe] 


fa yy dy = ( 


=2]n 5-1ln 3-3 1n 2 


11. Calcular Í | (2x + y) dx dy onde R é a região delimitada por 
R 
ay] ; x=5 ; p=] e psd; 
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Veja a representação gráfica da região a seguir: 
y 


=-yt—y +2y°+6y+24 


5 4 â 2 
T yo y y y 1533 
Ho -y°+2y°+6y+24) dy=| — =j +2 3 +6 +24y TA 


2 
x j pa OEE 1 
o dx dy onde R é a região delimitada por y=x ; y= E e x=2. 


12. Calcular Y 


Veja a representação gráfica da região, a seguir: 
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2x y? 
[5 dy dx 
LEY 

a 2 
A y? 2 y X x x A 
[> dy=xX > =— = + =-X+Xx=-X+X 
1 = xX 1 
i 1 y 1 Em 
x = E X 

2 
2 4 

z f =X xX 9 
[xe 0) dr= + = 
Í 2 4] * 


13. Calcular Í | (x + y)dxdy onde R é a região delimitada por 
R 


y=x +1 i y=-l-x’ < x=-1 e x=1. 


Veja a representação gráfica a seguir: 
a 


-2 

Assim, 

l fi +y) dy dx 

a ad eE aa 

qe y) DE = x(x? +1)4 : x-1- x) 
=2x)+2x D 


ox +2x) dx=0. 


+ 


14. Calcular ff e” dx dy, sendo R a região delimitada por x=4y ; y=0 e x=4. 
R 


Veja a representação gráfica da região a seguir: 
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4 x/4 
f fe~ dy dx 
00 

x/4 
je dei =e% Gg 
0 y 4 

0 

ii al 
4 
l E - -1 La 1 

axe de=. — e Dei) 
o 4 2 4 ; 8 8 8 e 


15. Calcular Í | (x+1) dx dy, sendo R a região delimitada por |x|+|y|=1. 
R 


Veja a representação gráfica a seguir: 
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x+1 es x+1) ) dxdy 
0 y- 


1 -y+ 


I-y 2 2 2 
f (+1) (Sta) Lo), (o) -(y-1) 


2 
[a-v (= a) UF. LOS si) 
| ts -00| 4- DE q 54 2 | 
= Í 
a j> 
Taya CD) e er o o oa y 
o 2 2 2 2 2 = 


3 0 
E] a 1 (y+2) ay p 
z E 2 3 2 3 


Resposta Final: 1+1=2. 


+ 


+ 


16. Calcular ff 2y dx dy, sendo R a região delimitada por y=x° e y=3x-2. 
R 


Veja a representação gráfica da região a seguir: 
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23x-2 


f Í 2y dy dx 


17. Calcular Í | x dx dy, sendo R a região delimitada por 
R 


y=-X , y=4x e ge a 
2. “2 


Veja a representação gráfica da região a seguir: 


1 

1/4 4 v/4 

ffx dx dy +] | didi e 

A E 32 32 
z 3075/2) 


18. Calcular Í | y dx dy, sendo R a região delimitada por 
R 


x=0 , x=y +1 , y=2 e y=2. 
Veja a representação gráfica da região a seguir: 
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[o de=» a = y(t) 
0 


2 


y +y) dy = +— ds 0 


19. Sejam p(x) e q(y) funções contínuas. Se R é o retângulo [a,b]x[c,d], verificar que 


| Plato) dx ay J p(x) dx- fao) dy. 


d b d 


ffe) dx dy = hojo E dx- fa(») dy 


ca c 


20. Calcular Í | (x + y) dx dy onde R é a região descrita na figura 7.17. 
R 


Veja a representação gráfica da região a seguir: 
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1/2 4y 21/y 


f f+») dxdy+ Í [(x+5) dx dy 


0 y/4 1/2 y/4 
2 4y y? 
1/2 4y 1/2 X 1/2 6 2 Ss 1/2 2 
y 16 y 2 2 y 2 
+ dx dy = — d f 4 d 8y +4 = 
G ») deay= | REA =] z (do) y y= [8 es 1º) o 
É y/4 
3 | 
ay y a -375 
3 32 32 3 768 
0 
1/y 2 
2 vy af x? (11 1 1y y 1y” 1 y? 1 y 
f f +y) ady=f| —+yx a=Í( AR RS o RL a a 
12/4 nl 2 p2 Y y 216 4 2 —1 32 3 43 , 
y/4 5 
1161 
“768. 


1161 375 1536 , 
768 768 768 


Resposta Final: 
21. Calcular Í | (1 +x+ y) dx dy onde R é delimitada pelo triângulo de vértices (1,1), (1,2) 
R 


e (2,-1). 


Veja a representação gráfica da região, a seguir: 
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2 
Í (1+x+ y) dy dx 
' -3x+5 


V+HXV+— dx = 


—2x+3 


N|% 


22. Calcular Í f xdx dy onde R é a região descrita na figura 7.18. 
R 


Na 4-x? Na 


4 
dx = (14-25) dx = Ei = = 


fed 
a, 
l 
es 
N 
Ne 
+ 
N 
es 
N 
tn 


l-x+y 
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-1 
di dx dy 
0-1 ql-x+y 
1/2 |” 
F 1/2 (1-x+y) i 1/2 


=-2(1-(-y)+ y)” +2(1+1+ y)? =-2(1+29)" +2(2+ y) 


0 


1 2 V 1 12 il I 
fe” y dx=[e x dx=— e" =e- 
0 ò 0 2 E 2 2 


371 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 254 — 256. 


CAPÍTULO 7 
7.8 - EXERCÍCIOS 
pág. 254 - 256 


1. Calcular Í ie + y] dx dy onde R é a região da Figura 7.32. 
R 


z z Z 

| (rm) r arao= |" E cas Rca dr a e n 

o “6 O ja CA da A 
2 2 0 5 


2. Calcular Í f sente? + y?) dx dy onde R é a região da Figura 7.33. 
R 


Temos: 
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2 
m 


fem rr ardo-| ecos r? a= |(-5 cos 15] do=[-5008 mo 


0 
0 


dx dy 


3. Calcular In ER onde R é a região da Figura 7.34. 


4 


y 


Temos para a região do primeiro quadrante: 


Para a região do terceiro e quarto quadrante temos: 


272 27 1 j A 
ff- ea] In(L+r?) do = [-n5 do=2 ns. 
<o Ar „2 z2 z 

0 


Portanto, a resposta final fica: 97 n5. 
8 
Observe que também poderia ter sido calculada só uma integral com r variando de 0 a 2 e 
l m 
O variando de —7 a Fi 


4. Calcular Í Í l ea onde R é a região da Figura 7.35. 
R 


+ yi 
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Temos 

a2 r f -3/2 ml (+e) E =l | m| -1 

Ji TE paa |(1r) r d= a E 25 E 3 = TO +1 
2 0 +r 0 


5. Usando coordenadas polares, calcular: 


4 J4y-y? 
a) Í [he +y?) dx dy 
0 0 


Veja a representação gráfica da região de integração. 
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xX dy 
x +y —4y=0 
x+y- =4 
0 < J4y- y? 
<y<4 
4senO 
m/2 4senO x/2 rí a|2 1 
f f Bir dr do = | — do = | —:256 sen d0 =127 
0 0 0 4 A 
0 
2 N4-x 
b) | fy dax 
2 ig 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


27 
272 3 


27 r 27 8 g -8 
ffr senor dr do = | sen 8 — = [sen 0-2 d0 =—— COS 80 =— (1- )=0 
00 0 3 0 3 3 i 3 
0 


Veja a representação gráfica da região de integração. 
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3| z 


m r m E z 
ffr seno-r dr do = [ sen O — do = [sen 6. do =-— cos 6| = a D= H 2) 
A 3 o 3 3 3 3 
0 0 
1 Vy- 
d) | fy ddy 
0 0 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


4 


y 
1 
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<4y-y 
<y<1 
xX =y-y 
x+y -y=0 
; 1y 1 
A 2-5) 4 
a/2 sen0 af? r? aí e 1/ 1 3 3 2 
| Jrseno.r ardo=[ sen 0 —)  do=[<sento do=—) —— sen 0 -cos O0+" [sen“O d0 
0 o0 0 3 : 03 3 4 4 
z/2 
-1 1/ 1 1 x 
-— sen'0 -cos of sen O. cos 0+— o) =— 
12 4 2 2 A 16 
1 Vi- 
o) | Í Jl-x°-y? dy dx 
Ay 


Veja a representação gráfica da região de integração. 
3 


om} 


Jal? 
f) | fx dx dy 


0 -y 
Veja a representação gráfica da região de integração. 


A qo (°| san 1 
[Vi-r r arao= | F ao-[(1.2) 1-1 O) - 
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3 2 n/4 


m/4 2 n/4 r sd] 8 8 
f frcosør dr d0 = f cos 8 — do = Í -cos 0-8 d0 =— sen 80 =—. 
o 3 o 3 3 p 3 


0 


g) TE dx dy 
00 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


Esta integral tem uma resolução mais simples se resolvida em coordenadas cartesianas, 


mas é possível resolvê-la em coordenadas polares como segue: 
m 2 
y 2 senO 


fio dx dy =Í f rcos 0.rdrd0 
0 


0 


AJN 


a |a en 
oo 
Q 
O 
[97] 
D 
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h) Í T dx +y? dydx 
0 0 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


4 


y 


a 


Temos 

ra er?) Ra? A ra 
dr d0 = | —— d0= dO = — E 
pie r | 3 | 3 
0 0 

2 N2x-x? 

D) f fx dy dx 

0 0 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


24 


» 
1 2 
Temos 
2cosð 
2 N2x-x? 7/2 2cos0 m/2 r 4 7/2 g 
f f x dy dx= Í f rcos0-r dr do = Í cos O — do = | z cos 0-2" -cosè O do = [ cost 0 dO = 
0 0 0 0 0 3 0 3 0 3 
0 
= 
a 


6. Calcular Í fve +y? dx dy , sendo R a região delimitada por 
R 


x +y =l e x+y =9. 
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Veja a representação gráfica da região de integração. 


7. Calcular | [ess dx dy, sendo R o círculo x? +y? <4. 
R 


Temos: 
272 sa 27 | 2 2 : 22 1 1 1 8] 
R ao= [58 -5) a-e -1) ant e 


8. Calcular | fx dx dy , sendo R a região delimitada por x” + y? —-4x=0. 
R 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


380 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 254 — 256. 


4cos0 


7/2 4cosO x/2 ro zj2 
1 3 

Í Í rcos0r drd0= Í cos O — dO = | — cos0-64cos' 60 d0 = 

-7/2 0 —a/2 3 no 
0 

m/2 
= | — cos! 0 =87. 

-7/2 


9. Calcular Í fe + y?) dx dy, sendo R a região interna à circunferência x° +y? =4y e 
R 


externa à circunferência x° + y° =2y. 
Veja a representação gráfica da região de integração. 
1» 


4senO 
mx 4senO m r m 1 m 
[Jrrardo=[—|  do=[-(256sen'o-16 sento) do = [60 sento do = 
0 2sen ð 0 0 4 0 
2senð 
do 
2 


10. Calcular Í Í y dx dy, sendo R a região delimitada por 
R 


y=x , y=2x e y=V4-%. 
Veja a representação gráfica da região de integração. 
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Temos: 
ea 3 2 
ano E 2 arc cost/5 r arc cost/5 8 
Í fr senâ r dr dO = Í senð —— | dO = | — send O 
m/4 0 zl4 3 zl4 3 
0 
areco 
8 So 85 2 
=—— cos 0 e -845 + 42 
3 > 15 3 


e| 


2 


11. Calcular Í fo dx dy , onde R é delimitada por a psi: 
R 4 9 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


Para resolver essa questão podemos usar uma dupla transformação como segue: 
e Usar x=2u;y =3v, com o Jacobiano igual a 6, resultando a região R’ como um 
círculo centrado na origem de raio igual a 1; 
e Usar a transformação para coordenadas polares. 


[| xydxdy = |f 2u.3v.6dudv = 
1 


R 
27 1 ] 


2m 4 
=36Í fr cos 0-rsenðôr dr dO =36 [ cosB.seng T | d0 =0. 
0 0 
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12. Calcular Í fe -1 +(y-2) dxdy, onde R é a região delimitada por 
R 


(x=1) +(y-2) =1. 
Veja a representação gráfica da região de integração. 


34 


Neste caso vamos fazer a transformação: 


(x-1)=u Be x=u+l 

(y-2)=v Ha y=v+2 
i 1 0 

Jacobiano = i =1 


E posteriormente a transformação para coordenadas polares. 


ff vu +v? dudv -Í [rrarao = =. 
0 0 


R' 


13. Calcular | Í dx dy sendo R a região delimitada pela elipse 4x -3) +(y-27 =4. 
R 


Interpretar geometricamente. 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


Neste caso temos uma tripla transformação: 


383 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 254 — 256. 


e Fazendo u=x-3,v=y-—2 temos o Jacobiano igual a 1. A região fica delimitada 


por uma elipse centrada na origem; 


e Fazendo u=z,v=2w temos o Jacobiano igual a 2. A região fica transformada em 


um círculo centrado da origem de raio 1. 
e A última transformação é o uso das coordenadas polares. 


Assim, temos: 
271 
[| dxdy = |Í dudy = [| 2dzaw= | [2rárdo =27. 
R R' R" 00 
O resultado obtido representa a área da região delimitada pela elipse. 


14. Í f6 —x—»y) dx dy, sendo R delimitada por x° + y? =1. Interpretar 
R 


geometricamente. 
Veja a representação gráfica da região de integração. 
i 


1 
f(8-r cos8 -r senð) r dr dO = 
0 


coy 


f(s —r? cos0- r°senð) dr d0 
0 

27 

0 


=4-27+Ż(1-1)=8%. 


O valor encontrado representa o volume de um tronco de cilindro. 


15. Calcular Í | cos(x? +97?) dx dy, sendo R dada por x? +9y" <1 e x20. 
R 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


| | 1 1 
= |[a-soso-s sen d0 = Ea SENGA cos 6 
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Temos neste caso também uma dupla transformação: 


| Joske +); du dv = | feos Pes ardo= | X semido 
2 2 
=> senl 


16. Calcular Í fin (x? + y?) dx dy , sendo R o anel delimitado por 
R 


x+y =16 e x+y =25. 
Veja a representação gráfica da região de integração. 


Temos: 

275 17 2 2 af [Z iz 

[Jin =)» drdo= [r In r-r d0 => | (25m 25-25-16 1n 16+16) do => [(25n25-16m 16-9) d0 = 
04 0 4 0 0 


=>(25m 25-16In 16-9).27=—(25.21n5-16:21m4-9).27=27(25n 5-16In4-9/2), 


17. Calcular ffy dx dy sendo R o círculo x? +y? -4y <0. 
R 


Veja a representação gráfica da região de integração. 
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+ 


Temos: 
x 4 sen O x r? 
4senð 
fr senâ r dr dO = ditador } dO 
0 


0 0 
= [ sentado =87. 
` 3 


18. Calcular Í fe + y?) dx dy onde R é dada por: 
R 


a) Círculo centrado na origem de raio a; 


b) Círculo centrado em (a, 0) de raio a; 


c) Círculo centrado em (0, a) de raio a. 


2ma 27 4 Í 2z gi 4 k xa 
a) ffer dr d0 = do = |> do=-— 0 == 

00 0 0 2 

0 0 

Ê ni r r4 2acos0 E ii 
b) | | ror dr do = | — do = | —a'cos'o dO = 

z 0 z4 a 4 2 

2 2 0 2 

ini : r4 2a sen0 na i i 
c) Í Í rr dr do =| — do = | —a'sen'o fe 

0 0 0 4 o 4 2 
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19. Calcular | fx dy dx onde R é a região do primeiro quadrante delimitada por 
R 
x +y =4 , x+y =l ọ, y=x e y=0. 
Veja a representação gráfica da região de integração. 


a 


y 


+ 


1 2 
Temos: 
ua o rii “cos á =. Tab 
f frcosor drdo= Í cos O — dO = 7 do=-— şen) =-sen>=+. 
01 0 3 0 7 4 3 2 
1 


W32 
Ea 


20. Calcular f [(36-4xº -9y?) dx dy onde R é a região delimitada pela elipse 
R 


Usamos: 
x=3u 


y=2v 
axy) 6 
olu, v) 
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A região R se transforma em R’, delimitada por u’ +v? =1. 


Passando para coordenadas polares, temos: 
271 


[,.](36-4:90º -9-4v*).6 dudv=[ [(36-36uº -367).6 du dv= | [(36-36")-6-r drdo= 
00 


| 


2 4 27 
=Í 26 e7 d0 = [ 54d0 =1087. 


0 


Usamos: 
x=3u 


y=4v 
a(x, y) 
olu, v) 
A região R se transforma em R’, que é a região do primeiro quadrante delimitada por 
u’ +v? =1 e os eixos coordenados. 


=12 


Passando para coordenadas polares, temos: 


o n] 


[,](144-16:90º -9-16v°)-12 du av= Î [(144-144r?)-12-r dr dO = [(1728--17289) dr dO = 
00 0 


1 


A 
dO = juros; Eos: 3 dO -=2167. 
0 


A 


r? 
=| — — 1728: E) 
2 
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22. Calcular Í Í (x+ y) dx dy, sendo R a região delimitada por 
R 
x+y=4 , x+y=0 , y-x=0 e y-x=-l. 


Veja a representação gráfica da região de integração. 


Usamos: 


u=x+y, v=y-x ou, isolando x e y, y=5(u4+0).x= (1-7) 


(x,y) 1 


(uv) 2 


A região R se transforma no retângulo delimitado por u=0,u=4,v=0,v=-—1. 
Temos, 


4 


0 2 0 0 
[fui/2 dudv= 25 dy=[ dv=4y) =4. 


23. Calcular Í fo + y) dx dy onde R é a região do primeiro quadrante delimitada por 
R 


w=1, Xw=2 , y=x e y=4+x. 
Veja a representação gráfica da região de integração. 
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Usamos: 


U=Xy, V=y-X 


O(u,v) 
dy) À 
(x,y) 1l 
uv) y+x 


A região R se transforma no retângulo delimitado por u=1,u=2,v=0,v=4 


Temos: 
42 1 4 > 
I a es du dv= [ul, dv=4. 


0 
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CAPÍTULO 7 
7.10 - EXERCÍCIOS 
pág. 270 - 272 


Nos exercícios de 1 a 12, calcular o volume dos sólidos delimitados pelas superfícies dadas. 


Observação: Para os exercícios de 1 a 12, haverá uma escolha de uma região de integração 
e a partir dessa escolha tem-se a delimitação do sólido superiormente e inferiormente, 
entretanto a escolha apresentada não é única. 


l. y=x° , y=4,z=0 e z=4 


Vamos considerar a região de integração no plano xz. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pelo plano y=4e inferiormente pela calha y=x”, sendo a região de 
integração dada por: 

—2<x<2 
É <7<4 
Considerando-se a simetria do sólido vamos definir o volume como: 


V= aj [l-x)ax dz 
00 


Temos: 
2 e i 16 
fla- 2)dx = dpi. E 
0 3 o 
4 

E 2 z% 
3 3 A 0 3 
Portanto, 
V =2. oa 

3 


V= = unidades de volume. 


2. z=4x° , 2=0, x=0, x=2, y=0 e y=4 


Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pela calha z =4x”e a base fica em z=0, definida como 
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0O<y<4 
Assim, 


E 


42 
V =| f4 dxdy 
00 


3 
2 
e -2 
0 3 0 
4 
132 32 128 
[0 ae 
0 3 0 


42 
12 
Portanto, V = Í Í 4x dx dy = HZ unidades de volume. 
00 


3. z=l-x°,z=0,x+y=4 e y=0 


Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pela calha z =1-— x? e inferiormente por z =0. A região de integração é dada 
por: 

O0<y<4-x 
E 
A região de integração (base do sólido) pode ser visualizada na figura que segue: 


-1 1 


O volume é dado por: 
2 16 
=|(x- 4)\(x = 1) dx = 3 unidades de volume. 
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4. xX +y =l, z=0,z =x +y. 


Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pelo paraboloide z =x" + y°, inferiormente por z=0e lateralmente pelo 
cilindro circular x” + y? =1. A região de integração, descrita em coordenadas polares, é 
dada por: 

0O<r<l 
ho <0<27 
Assim o volume é dado por 


V =| [+ yardy 


4 1 27 
271 27 r ari 1 T 
=[[r.r dr do = Í do=[-do=-6 = — unidades de volume. 
00 o 4 o 4 4 2 
0 0 


5. a =4,y+7=8,27=0. 


Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pelo plano z=8-— y, inferiormente por z=0 e lateralmente pelo cilindro 


circular x + y? =4. A região de integração, descrita em coordenadas polares, é dada por: 
0<r<2 

bo <0<27m 

Assim o volume é dado por 


V =f f6- y)dx dy 


V= f f(6-r seno)rardo 
00 


2 
3 
f É r 8 8 
Sendo que [(8r — 12senO)dr=8" — seno. — =4.4-sen6.—-=16-— sen 
A 2 3 3 3 
0 
e 
27 
2m 8 8 : 
V=[ Do no dO =160 + — cos O = 16-27 = 327 unidades de volume. 
0 3 0 


6. z=x241,2=0,y=0,x=0,x=4 e y=5 
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Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pela calha z=x"+le inferiormente por z=0. A região de integração é 
dada por: 

O<x<4 
ho <y<5 
Assim o volume é dado por 


V fito +I)dx dy 
00 


Como 
3 o i 76 
fe +ijar= >r] =2 
0 3 3 
(0) 
temos, 
E 5 
76 

Í 16 dja y| = ass unidade de volume . 
0 3 3 3 

(0) 


7.72=9-xº-yº e z=x +y 


Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pelo paraboloide z=9-x°— ye inferiormente pelo paraboloide 


z=x° +y. A projeção da intersecção entre os dois parabolóides é circular centrada na 
origem e tem raio 3/ J2 , descrita em coordenadas polares como: 
l <r<3N2 
0O<0<27 
Assim o volume é dado por: 


V=] flo oyo »)dx dy 
R 
Resolvendo temos: 
273/N2. 
Ve | [9-2 dr dO 
0 0 
Como 
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Portanto, V= = unidades de volume. 


8.z=16-2x —y? e z=x +2y 


Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pelo paraboloide z=16-2x-—y°e inferiormente pelo paraboloide 
z=x+2y”. A projeção da intersecção entre os dois parabolóides é circular centrada na 
origem de raio 4/ a , descrita em coordenadas polares como: 

0<r<4//3 

l <0<27 


Assim o volume é dado por: 


v=[ [(16-27-»-»-2y)dedy=[ f(16-3x -3y°)dx dy 
R R 
Em coordenadas polares temos: 
274/N3 
Í fl6-3r7)r dr d0 
0 


0 


J 3 4/43 
[ltor-3r Jar = e -— 
0 2 4 0 
V - f“ do -%4 = — z unidades de volume. 
0 


9, x+y =4 e z?+x=4 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Considerando-se a simetria do sólido 
em relação aos planos coordenados, vamos calcular a parte do primeiro octante, para 
posteriormente encontrar o volume total multiplicando por oito. Dessa forma o sólido no 
primeiro octante será delimitado superiormente pela superfície z = V4- x° e inferiormente 
pelo plano coordenado z =0. A projeção, no primeiro octante é definida pela quarta parte 
do círculo x” + y? =4, descrita em coordenadas cartesianas como: 
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0<y<v4-x 
0O<x<2 


Assim o volume é dado por: 


V= sf T J4-x° dydx 
0 0 


Calculando temos: 


2 

JE 4-x 

[u4-* Eds y =4-xº 

0 0 
z ri i 16 
fU- )dr= 4 — =— 
0 3 3 

0 
V eS ao de volume. 
3 3 

10. z=0,x° +y =16 e z=10+x 


Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pelo plano inclinado z =10+ x , inferiormente pelo plano coordenado z =0 
e lateralmente pelo cilindro x” + y? = 16. A região de integração é o círculo centrado na 
origem com raio 4. Descrita em descrita em coordenadas polares, a região de integração é 
dada por: 

0O<r<4 
É <0<27 
Assim o volume será: 


V=) [(10+x)dx dy 


Resolvendo temos: 
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274 


FC (10+rcos0) )r dr dO 


00 
2 3 É 

r 10r r 64 64 
flior+r cos 0) dO = +cos— | =5-16+ cos 8 -— = 80 + — cos 0 
Ú 2 3 3 i 

0 

2m 
27 44 44 
f| 80+ = cos d0=809+— sen0| =80-27=1607 
0 3 0 


Portanto, o volume é igual a 1607 unidades de volume. 


11. x+y-4x-6y+4=0,  z=0, z=5y. 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 
superiormente pelo plano z=5y, inferiormente por z=0 e lateralmente pelo cilindro 
centrado em (2,3) com raio 3. A região de integração é o círculo (x=2)' +( y-3) =9. 
Fazendo a transformação u = x—2,v = y—3, temos 

x=u+2 

y=v+3 

ð (x, y) 
0 (u, v) 
A região se transforma num círculo de centro na origem e raio 3, que pode ser descrita em 
coordenadas polares como: 


0<r<3 
0<0<2m 
Assim o volume é dado por: 


=1 


V =], f 5ydxdy =f. [50 +3)dudv 


= f fsi 5(r sen0 +3) )r dr d0 = sf (9senð0 +27/2)d8 =1357 unidades de volume. 
00 


12. z=16- x° -3y?, z=4. 
Vamos considerar a região de integração no plano xy. 
O sólido está delimitado superiormente pelo paraboloide z=16-x" —3y? e inferiormente 


pelo plano z=4. A projeção da intersecção entre o parabolóide e o plano vai estabelecer a 
2 2 


região de integração que será delimitada pela elipse r + A =]. Para resolver a integral 


vamos usar uma dupla transformação como segue: 
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x=I2u 


y=2v 
ato) 


A região R se transforma no círculo u° +v? <1. Temos, 


f f(16-x -3y -4) dx dy 
| f(12-x2 -3y°)dxdy=f f (12-124? -12v*)- 24/12 du dv 


Passando para coordenadas polares, vem: 


Soy 


[(2-122)242-+ dr dO 
0 


2.4 
fl2r-12r)ar= a sp a=l 
0 


2 4 0 


27 
| 6/12 dO = 2443 z unidades de volume. 
0 


13. Calcular o volume de parte da esfera x? + y? +z? =9 , que está entre os planos 
z=0 e z=2. 


A Figura que segue mostra, em vermelho, a calota acima do plano z=2. O volume pode 
ser calculado tomando o volume do hemisfério menos o volume da calota V1. 


Temos: 
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V = =j -7-7 -x-y (9-2 —yº -2)dx dy 


-f [KoF -2), dr dO 


Resolvendo temos: 


/2 2 
i a) 
[o-r -r-2r)ar= E. a Ei SEE sgl .932 = 4 
i 2 3/2 2 3 3 3 
O 
RE 
3 3 
273 
hemisfério ff vV9-r 24 dr dO 
00 
3 
/2 
3 1/2 | b- di 
[(9-») r dr= r -1o32 1 27=9 
0 à «So 3 
(0) 
Voemistório 7 9:27 =187 


Portanto o volume solicitado é dado por: 


8m _(54-8)r 467 
3 3 


V=187 unidades de volume. 


14. Calcular o volume do sólido com uma base triangular no plano xy formado por 
0(0,0) , A(1,1) e B(0,2), limitado superiormente por z=2x e lateralmente pelo 
contorno da base dada. 


O sólido dado é delimitado superiormente pelo plano z=2x e inferiormente por z=0. A 
região de integração pode ser visualizada na figura que segue. 


398 


Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 270 — 272. 


[a ETEEN 


O volume é dado por: 
V= 2x dxd 
| J2 d 


—x+2 


fox dy dx 


Il 
Cy ot 


(-4x? + 4x)dx 


WIN o 


15. Calcular o volume do sólido no 1º. octante, delimitado por z=1-2x-—3y e os planos 
coordenados. 


A Figura que segue apresenta um esboço do sólido. 


Z 


y 
A região de integração é definida como: 
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E 


Portanto, o volume é dado por: 
1-3y 


1/3 


o (1-3 2a Si 17 1 
V=[ f (1- 2x — 3y) dx dy = [o x” —3yx) l ” y ; 
00 A “36 


Nos exercícios 16 a 19, a integral iterada representa o volume de um sólido. Descrever o 
sólido. 


JEg 
16. BE -x° — y’ dydx 
i 1-x° 


O sólido pode ser descrito analiticamente como: 


-41- x? < y SvV1- x? 


—|<x<l 


0<z<yl-x -y 
Trata-se de um hemisfério de raio 1, conforme mostra a figura a seguir. 


z 


"Í f (1-4-5) dy dx 


Pe 1 1 
Temos um tetraedro delimitado por z=1-— su E y e pelos planos coordenados. 


Segue a descrição analítica e gráfica. 
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12 
18. i dx dy 
00 


Temos o volume de um paralelepípedo retângulo com dimensões 2x1x1. 
Veja a seguir a descrição analítica e a representação gráfica. 


0<y<l 
0<x<2 
0O<z<l 


19. [iva — x dxdy 
0-2 


É uma calha circular de raio 2 e altura 4. 
Veja a seguir a descrição algébrica e a representação gráfica. 
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20. Determinar a área da região R delimitada pelas curvas y=x) , x+y=2 e y=0. 


A região R pode ser visualizada na figura a seguir. 
5 


21. Calcular a área da elipse x’ +4y°—4x=0. 


2y = : unidades de área. 


Estamos diante de um elipse centrada em (2,0) e semi eixos 2 e 1. Veja a Figura que segue. 
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Para fazer o cálculo vamos realizar uma dupla transformação: 


x-2=2u u =rcos0 
R>R:4y=v R > R :4v=rsenð 

axy) a u,v) 

olu, v) olr, 0) 


Assim, a área da elipse é dada por: 


A= Í | dxdy = Í f 2dudv = Í | 2rdrdo = f [2rardo = 27 unidades de área. 
R R' R" 0 0 


22. Calcular a área da região do 1º. quadrante delimitada pelas curvas y° =8ax, 
x+ y=6a, y =0, sendo a uma constante positiva. 


A região pode ser visualizada na figura que segue. 
y 


6a 


2a 6a 


A área é dada por: 
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2 
6a-y y 
ra DE Í Isa Ed 


4a 


4a 6a-y 


a-f Tao] > 


O y?°/8a 


2 3 
y y 
6a NS 
-Í dE E| 


2 
a unidades de área. 


23. Calcular a área da região delimitada pela curva xº +y” =1. 


A região pode ser visualizada na figura a seguir. 


Para resolver vamos fazer uma dupla transformação: 


1/3 
x” =u u =rcos0 
R>R:3 y” =v R —> R =4v=rsen8 
0%) guy? ôlu,v) _ 
olr, 0) 


olu, v) 


Assim a área solicitada é dada por: 
A= ff dxdy = ff 9u’v’dudv =| 9r" cos” 0 sen?0 drd6 
R R' R" 


2m 1 

= [ [9r' cos? 0 sen?o drdo 
“9 

= a 


FE Z cos 8 sen o) d0 = z unidades de área. 
0 


24. Calcular a área da região delimitada por y = 


A região pode ser visualizada na figura que segue: 


4-x , y=x e y=2x. 
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2 
J5 


Usando coordenadas polares temos: 


arctg2 2 arctg2 
A= Í Í r drd0= Í 2d0 = dare tg2— z) unidades de área. 
m 0 m 


4 4 


25. Calcular a área da região delimitada por y= 2- (x — 2) e y= L f 


A região pode ser visualizada na figura que segue: 
A 


Portanto, a área é dada por: 


8+246 o 8+2/6 
5 2-(x-2) 5 2 
A= | fdas DÃO dga | ias OO adiadas 
8-2/6 x? 8-2/6 4 
5 4 5 


26. Calcular a área da região delimitada por y =e" , y=x e x=0. 
A região pode ser visualizada na figura que segue: 
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Temos que: 
Led! 1o id 1 ll 
A=[ | dy dx=[y | dx = f(e =a)dr=>—— unidades de área. 
e 
0 x 0 x 0 


27. Calcular a área da região R mostrada na figura 7.55. 
A figura está representada a seguir, observando-se que a região está delimitada por 


y=x" epela reta y = : x que passa pelos pontos(0,0) e (8,9). 


bastos ENIE AEEA EEA 


(2N TEREE 


Temos: 
9 > 

A =| Í dx dy 
1 


Resolvendo as integrais temos: 


8 
9! s 
—y 8 
dx=X [| =27-4) 


9 
A= 5 y 45) dy = Ei unidades de área. 
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28. Mostrar que as regiões R e R,, mostradas na figura 7.56 têm a mesma área. 
As duas regiões estão apresentadas na figura que segue: 


Cálculo da área da Região R1, observando que esta região está delimitada por y =x; 


= a ex=1 
y 3 . 
Temos: 
59 
1 3” 1 (59/3)x 1 59 
Am=[] dae ar= [Duma 
56x 28 


= E unidades de área. 


A Região R; está delimitada por y=2x, y= —x? + 4x, o eixo do x entre zero e quatro. 


Assim, temos: 
22x 4-x2+4x 


Au =]] Ed] | aa 


N 


f2x dr+ f(x? +41) dr =4+ $ = É unidades de área. 


0 


N 


29. Uma lâmina tem a forma do triângulo de vértices (—1,0) , (LI) e (1,—1). Determinar 
a massa e o centro de massa da lâmina se: 

a) sua densidade de massa é constante. 

b) sua densidade de massa no ponto P (x, y) é proporcional à distância deste ponto à reta 
x=-2. 


A lâmina é apresentada na Figura que segue: 
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Reta x=-2 


Observar que a lâmina está delimitada por y=-—(x+1)/2; y=(x+1)/2 e x=1. 


Solução do item (a). 
Cálculo da massa: 


m=[ fk dx dy 
R 
=kÍ f dy dx 


—1-x-—1 
2 


1 
=k [(x+1) dx=2k 
-1 


Cálculo das coordenadas do centro de massa: 


x+ 


1 2 l , = 
E ia dy dx = — k feta) de= 0 e 
a 
| Ei a 
e y dx =Q. 
2 
Solução do item (b) 


Cálculo da massa: 


í 14 
=k [(x+1Xx+2) de= kr 


=] 


Cálculo das coordenadas do centro de massa: 
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x+1 
12 


on | Lo 3 3 
a dd a a 
2 
x+1 
E 1 1 2 3 1 
Aa a dx=0. 


2 


30. Uma lâmina tem a forma da região plana R delimitada pelas curvas x=y° e x=4. 
Sua densidade de massa é constante. Determinar: 


a) o momento de inércia da lâmina em relação ao eixo dos x; 
b) o momento de inércia da lâmina em relação ao eixo dos y. 


A Figura que segue mostra a lâmina dada. 
J 


Cálculo do item (b): 
24 
I, = Í [k xX dx dy 
-2 y? 
6 
= fk las i 
E 3 
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31. Calcular a massa de uma lâmina com a forma de um círculo de raio 3 cm, se a sua 
densidade de massa num ponto P (x, y) é proporcional ao quadrado da distância desse 
ponto ao centro do círculo acrescida de uma unidade. 


Se considerarmos o círculo centrado na origem temos que P (x, y) =x +y +l. 
Portanto, a massa é dada por: 


m=k[ f(x +y +1) dx dy 


2m 3 


Sia dr dO 


Eca A 
2 


32. Calcular o centro de massa de uma lâmina plana quadrada de 4 cm de lado, com 
densidade de massa constante. 


Podemos considerar a lâmina alocada no sistema cartesiano como mostra a Figura que 
segue: 


Assim, temos que o cálculo da massa é dado por: 


44 A: ul 4 j 
m=k[[ dxdy=k[ x, dy=k[4 dy =4ky| = 16%. 
00 0 0 


Cálculo w centro de massa dado por: 


iali x dxdy= dh dy =2 


AiE dx dy=2 


O ponto encontrado (2,2) é o centro geométrico da lâmina (ver figura). 
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33. Uma lâmina plana tem a forma da região delimitada pelas curvas 
y=x+1 e y=x+3. Sua densidade de massa no ponto P (x, y) é proporcional à 
distância deste ponto ao eixo dos x. Calcular: 

a) a massa da lâmina; 

b) o centro de massa; 

c) o momento de inércia em relação ao eixo dos x. 


A Figura que segue mostra a lâmina. 
a 


A densidade é dada por P (x, y) = ky (proporcional à distância do ponto (x,y) até o eixo dos 


x). 
Assim, a massa é dada por: 
2 x+3 2 4 2 
x +x —6x-8 117 
m=k dx dy = k dy dx=k dx = —- =11,7k. 
[jo wazi] |s rara | AE i 


As coordenadas do centro de massa são encontradas por: 


E 1 2 143 10 reaa ta 6x8) 35 
gan dy dx= =" 
ll» os mi — 
10 
sO 2 dy de= Eea ga 22 
YTS, do 3 RE 


O momento de inércia em relação ao eixo dos x é dado por: 


2 x+3 
o 2 _ 3033 
Lei f» ra 
=lx"+1 


34. Calcular a massa e o centro de massa da chapa da figura 7.57, considerando a densidade 
igual a x. 


Segue a figura citada: 
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> 


1 


Observe que a chapa esta delimitada por y =4- x°; y=3x; x=0. 
Assim, a massa é dada por: 


os ua dy de= -a(x +314) dx=. 


D 3x 


As coordenadas do centro de massa são dadas por: 


_ 14-xº 1 
1=5] f x dy de= 5 =x (24304) dr 


1 y-x? 


- 4 47 
E ga 


35. Calcular a massa e o centro de massa de uma chapa com o formato de um triângulo 
isósceles com base 70 cm e altura 5 cm. Considerar a densidade constante. 


O triângulo dado foi alocado no sistema cartesiano como mostra a figura que segue. 


O cálculo da massa é dado por: 


55-y 
m=[ fe: dx dy = 25k. 
0 y-5 


O centro de massa é dado por: 
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o uni dxdy=—-0=0 
Lote 1 125 5 
EMA E 


Observe que o centro de massa encontra-se a 5/3 cm da base sobre a sua mediatriz. 


36. Calcular o momento de inércia em relação ao eixo dos x de uma chapa delimitada por 
x+y=4, x=4 e y=4. Considerar a densidade igual a uma constante k. 


A Figura que segue mostra a chapa dada. 


Assim, o momento de inércia em relação ao eixo dos x é dado por: 


44 
L=k| | dedy=64k. 


04-y 


37. Calcular o momento de inércia de um disco circular de diâmetro 70 cm: 
a) em relação ao seu próprio centro; 

b) em relação ao seu diâmetro. 

Considerar a densidade igual a uma constante k. 


Estamos diante de um disco de raio 5 que pode ser modelado como um círculo de centro na 
origem e raio r =5 . Usando coordenadas polares, temos: 


Momento de inércia em eo ao seu centro: 


h=] fe +y’) drdy= ffr. .r drd0= dia do- 2 ju OSS 


00 


Momento de inércia em relação ao seu diâmetro: 


I, E fo” dx dy = luso r drd0 = Dr, 
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38. Calcular o momento de inércia de um quadrado de lado igual a 4 cm em relação ao eixo 
que para por uma diagonal. Considerar a densidade constante. 


A Figura que segue apresenta o quadrado alocado de forma conveniente no sistema 
cartesiano. 


Dessa forma podemos calcular o momento de inércia em relação ao eixo dos x (onde se 
localiza uma das suas diagonais) como: 


J88-y 0 y+N8 
L=[ | kêdidy+ | | kêdady= (2 E 2) pa 
0 y5 NE 8 3 3 


414 


